
Актуальні питання природничо-математичної освіти. 2023. Випуск 1(21) 

 

46 

УДК 378.016:517 

DOI 10.5281/zenodo.8025561 

В. В. Корольський  

ORCID ID 0000-0002-7409-4201 

О. В. Тураєва  

ORCID ID 0009-0001-5707-6001 

Криворізький державний педагогічний університет 
 

ГЕНЕРАЦІЯ ТА ДОСЛІДЖЕННЯ ЧИСЛОВИХ РЯДІВ ЗА ДОПОМОГОЮ 

ГЕОМЕТРИЧНОЇ МОДЕЛІ ТА КОМБІНАЦІЇ РЯДІВ ∑
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 : 
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Метою дослідження є геометрична інтерпретація числових рядів, процес їх 

генерації за допомогою геометричної моделі, отримання обчислень точкової, лінійної, 

квадратурної та кубатурної геометричної інтерпретації числових рядів. Об’єкт 

дослідження – числові ряди. Предмет дослідження – генерація числових рядів за 

допомогою параметрів геометричної моделі. Під час дослідження використовувались 

методи аналізу і синтезу, порівняння, моделювання, графічний метод. 

Результати дослідження: продемонстровано процес генерації членів числових рядів 

за допомогою геометричної інтерпретації; показано алгоритм генерації числових рядів з 

використанням квадрата, розташованого в декартовій системі координат, за 

допомогою якого можна створювати числові ряди з подальшою можливістю візуалізації 

членів ряду; розкрито можливість використання різних способів генерації одного й того 

ж числового ряду, пов'язаного з точковою, лінійною, квадратурною та кубатурною 

геометричними інтерпретаціями.  

Проведене дослідження показало, що геометричні інтерпретації створюють 

сприятливі умови для сприйняття навчального матеріалу, поглиблення знань, реалізації 

нестандартного підходу; одержані ряди можна використовувати при вивченні розділу 

«Ряди» студентам спеціальностей фізико-математичних факультетів педагогічних 

закладів вищої освіти, а також учням старших класів на факультативах, спецкурсах або 

під час підготовки до олімпіади. 

Метою подальших досліджень є створення задачника «Числові ряди. Практичний 

курс» з використанням різноманітних геометричних моделей для студентів 

спеціальності «014 Середня освіта (Математика)». А також задачника, який можна 

пропонувати для використання на факультативних заняттях і при проведенні 

математичних олімпіад серед учнів ліцею. 

Ключові слова: числовий ряд, геометрична інтерпретація, теорія рядів, генерація 

числових рядів, геометрична модель, математичний аналіз, задача, геометричний об’єкт. 
 

Постановка проблеми. Ряди – це один з основних розділів математичного аналізу. 

Ряди мають широке коло теоретичного і практичного застосування. Теорія розвитку і 

практичного застосування числових рядів має досить глибокі корені. Проте для глибшого 

розуміння розділу математичного аналізу «Ряди» варто звернути увагу на їх геометричну 

інтерпретацію. З метою підвищення ефективності засвоєння знань та активізації 

пізнавального інтересу студентів під час організації навчального процесу розробляються 

різноманітні підходи до подання матеріалу викладачем. Одним з ефективних підходів є 

використання геометричної інтерпретації та моделювання [8]. 

При вивченні курсу математичного аналізу геометричні інтерпретацію набувають 

широкого застосування. Але, при вивченні розділу «Ряди», в літературі зустрічається 

лише теоретичний матеріал, приклади розв’язання різноманітних задач та методи їх 

розв’язання. Задач з використанням геометричних інтерпретацій немає. Таким чином, на 

нашу думку, генерація та дослідження числових рядів за допомогою геометричної 

інтерпретації є важливою, цікавою та неповністю дослідженою темою.  
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Аналіз актуальних досліджень. Теорія рядів розвивалася у роботах таких 

науковців: Н. Абель, І. Бернуллі, Я. Бернуллі, Б. Больцано, К. Вейєрштрасс, К. Гаусс, 

Ж. Д’Аламбер, Л. Ейлер, О. Коші, Ж. Лагранж, К. Маклорен, Б. Ріман, Б. Тейлор та інші. 

Генерації числових рядів за допомогою геометричної інтерпретації присвячено ряд 

публікацій В. Бобирь [1; 2; 3], С. Габ [6; 7], В. Корольського [1; 6; 7; 8; 9; 10; 11], А. Римар 

[10], А. Христюк [2; 3]. 

Мета статті – знаходження числових рядів за допомогою геометричної інтерпретації 

їх членів, створення низки задач, які можуть бути використані при вивченні розділу 

«Числові ряди», а також у якості олімпіадних задач для учнів ліцею. 

Виклад основного матеріалу. Генерація та дослідження числових рядів ґрунтується 

на використанні геометричних образів (лінії, площі, об’єми), пов’язаних з 

послідовностями геометричних об’єктів, вписаних у квадрат з параметром    , 

представленим на рис. 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 1. Квадрат з параметром (стороною)    . 
 

Спочатку розглянемо задачі на генерацію числових рядів, пов’язаних з точковою 

геометричною інтерпретацією. 

Задача 1. Знайти ряди: ∑   
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Аналогічно можна знайти ряди ∑   
 
 < , ∑   

 
 < , де         будуть координати 

точок:   (
 

 : 
  ),   (  

 

 : 
),   (  
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  ),   (

 

 : 
  ) 

Задача 2. Знайти ряди: ∑   
 
 < , ∑   

 
 < , де         координати точки   . 

Координати точки    по вісі    співпадають з координатами точки   , а по вісі    – 

  , але починаючи з другого члену, тому має координати   (
 

 : 
 

 

 :2
). Шукані ряди 

будуть мати вид: 

∑    ∑
 

 : 
 
 < 

 
 <  і ∑    ∑

 

 :2
 
 < 

 
 < . 

Аналогічно можна знайти координати точок:   (
 

 : 
 

 

 : 
),   (

 

 : 
 

 

 : 
) 

Задача 3. Знайти ряди: ∑   
 
 < , ∑   

 
 < , де         координати точки   . 

Точка    знаходиться посередині між точками по осі       і   : , по осі    –    і 

  : , тому має координати   (
 

   
;
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Аналогічно знайдемо координати точки   
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Задача 4. Знайти ряди: ∑   
 
 < , ∑   

 
 < , де         координати точки   

′′. 

  
′′ − центр вписаного кола у рівнобедрений трикутник. По осі    точка   

′′ 

знаходиться посередині між точками    і   : , а по осі    знаходиться між точками    і 

  :  і ділить відрізок     :  у певному відношенні. Знайдемо це відношення. 

Розглянемо квадрат зі стороною   (рис.2). 

 
Рис. 2. Квадрат зі стороною  . 
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Знайдемо координати точки   по осі    за формулою поділу відрізку у заданому 

відношенні:    
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 : 
, тому координати точки матимуть вид: 
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Далі розглянемо приклади генерації числових рядів, пов’язаних з лінійною 

геометричною інтерпретацією членів рядів.  

Задача 5. Знайти ряд ∑ |    : 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | 

 < . 

Знайдемо довжину відрізка |    : 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |за формулою обчислення відстані між двома 

точками: 

  √  2 −    2 +   2 −    2,     (1) 

де            2  2  2  [4]. 

  (
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  ), тоді відстань між точками: 
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Шуканий ряд ∑ |    : 
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 < . 

Розв’яжемо цю задачу іншим способом. Знайдемо довжину відрізка як довжину дуги 

плоскої кривої.  

Коли крива задана в прямокутних координатах рівнянням       , де функція      

визначена на відрізку      , то довжина цієї кривої дорівнює: 

  ∫ √ + (    )
2 

 
   [12].     (2) 

У нашому випадку точки    і   :  розташовані на прямій    , тоді  ′   . 

За формулою довжини кривої отримаємо: 

|    : 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  ∫ √ +  2   ∫     |
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Як бачимо, шуканий ряд ідентичний ряду, одержаному першим способом. 

Аналогічно за формулами (1) або (2) можна згенерувати такі ряди: ∑ |    : 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |   
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Задача 6. Знайти ряд ∑ |    : 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| 

 < . 

Знайдемо довжину відрізка |    : 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅|за формулою (1). 
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Розв’яжемо цю задачу іншим способом. Знайдемо довжину відрізка як довжину дуги 

плоскої кривої за формулою (2).  

Складемо рівняння прямої, яка проходить через дві точки: 
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Як бачимо, шуканий ряд ідентичний ряду, одержаному першим способом. 

Наступним кроком розглянемо приклади одержання числових рядів з квадратурною 

геометричною інтерпретацією їх членів.  

Задача 7. Знайти ряд ∑             
 
 < . 

Бачимо з рис. 1, що      :   :  прямокутний з катетами |    : 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| і |  :   : 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅|. 
Знайдемо площу трикутника за формулою: 

  
  

2
 [4],       (4) 

де   і   – катети прямокутного трикутника. 

|    : 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| ми вже знаходили у задачі 5: |    : 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅|  
 

  :    :2 
. 

Аналогічно знайдемо |  :   : 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| за формулою (1): 

  : (  
 

 :2
),   : (

 

 :2
 

 

 :2
), тоді |  :   : 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅|  √(
 

 :2
−  )

2

+ (
 

 :2
−

 

 :2
)
2

 

√
 

  :2  
 

 

 :2
. 

Тоді   
|      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | |        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅|

2
 

 

2
 

 

  :    :2 
 

 

 :2
 

 

2  :    :2  
. 

Шуканий ряд ∑             
 
 <  ∑

 

2  :    :2  
 
 < . 

Розв’яжемо цю задачу іншим способом. Застосуємо геометричний зміст визначеного 

інтегралу: 
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  ∫ (     −  2   )  
 

 
, [12]    (5) 

де        ,    2    – криві, якими обмежена фігура зверху і знизу. 

Щоб знайти площу фігури за допомогою інтеграла складемо рівняння прямої     :  

за формулою (3): 

 ; 
 

   
; 

 
 ;

 

   
 

   
;

 

   

, 

   +    
   :  ; 

 : 
 
  :    :2 

 : ; ;2
, 
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 : 
+

 

 : 
. 

Тоді за формулою (5) маємо:  

  ∫ (−
 

 : 
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 : 
−

 

 :2
)    −

 

 : 
 
  

2
|

 

   
 

 

   
 

+
 :2; ; 

  :    :2 
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2  :2  
+

 

  :    :2 
 

 

 :2
 −

 

2  :    :2  
+

 

  :    :2  
 

 

2  :    :2  
. 

Отже, ∑             
 
 <  ∑

 

2  :    :2  
 
 < . 

Як бачимо обидва способи дали однаковий варіант. 

Далі розглянемо задачу на генерацію числових рядів, пов’язаних з кубатурною 

геометричною інтерпретацією. 

Задача 8. Знайти ряд ∑   
 
 < , де    – об’єми послідовності тіл обертання прямих 

    : 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅навколо осі   . 

Нехай навколо осі    обертається прямокутний      :   : , в результаті чого 

утвориться конус. 

Знайдемо об’єм конуса за формулою: 

  
 

3
  2        (6) 

У нашому випадку   |  :   : 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |,   |    : 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |. 

|    : 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | ми вже знаходили у задачі 5: |    : 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |  
 

  :    :2 
. 

Знайдемо |  :   : 
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | за формулою (1), де   : (

 

 :2
  ),   : (

 

 :2
 

 

 :2
), тоді: 

|  :   : 
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3
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)
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  :    :2 
 

 

3  :    :2  
. 

Отже, ∑   
 
 <  ∑

 

3  :    :2  
 
 < . 

Розв’яжемо цю задачу іншим способом – за допомогою інтеграла: 

   ∫  2     
 

 
  [12].     (7) 

Складемо рівняння прямої     :  за формулою (3): 
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  :   

3
(

 

  :   
−
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3  :    :2  
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Отже, шуканий ряд повністю збігається з рядом, отриманим першим способом 

∑   
 
 <  ∑

 

3  :    :2  
 
 < . 

Окрім запропонованих задач, цими та іншими методами нами було розв’язано ще понад 

60 задач на генерацію числових рядів, пов’язаних з послідовностями геометричних об’єктів, 

вписаних у квадрат з параметром    , представленим на рис. 1., які доцільно 
використовувати для створення задач як для студентів фізико-математичного факультету, так 

і для учнів старших класів на факультативах, спецкурсах і під час підготовки до олімпіад. 

Отримані числові ряди демонструють послідовності величин відрізків різних ліній, 

які розташовані в декартовій системі координат у межах квадрата зі стороною    . 

Візуально на рис. 1 видно відрізки за різними комбінаціями, які складають різні 

геометричні фігури: трикутники, квадрати, кола. Послідовності цих фігур та їх окремих 

параметрів становлять геометричні інтерпретації певних числових рядів. Предметом 

подальших досліджень може бути створення низки задач для практичного застосування у 

школах і на фізико-математичних факультетах; дослідження швидкості збігання 

частинних сум    до значення суми ряду   в залежності від зростання « » [5].  
Висновки та перспективи подальших наукових розвідок. Запропонований 

алгоритм генерації числових рядів за допомогою квадрата, розташованого в декартовій 

системі координат дозволяє генерувати числові ряди з можливістю візуалізації членів 

ряду. Отримані ряди доцільно використовувати при вивченні розділу «Ряди» студентам 

спеціальностей фізико-математичних факультетів педагогічних університетів. 

Так як ряди з лінійною геометричною інтерпретацією можна одержати за допомогою 

відомих шкільних формул, то їх можна рекомендувати і для учнів старших класів на 

факультативних заняттях, спецкурсах, під час підготовки до олімпіад.  

Метою подальших досліджень є створення задачника «Числові ряди. Практичний курс» 

з використанням різноманітних геометричних моделей для студентів спеціальності «014 

Середня освіта (Математика)». А також задачника, який можна пропонувати для викорис-

тання на факультативних заняттях і при проведенні математичних олімпіад серед учнів ліцею. 
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Korolskiy V. V., Turaieva O. V. Generation and study of numerical series with the 

help of geometric model and combination of series. 

Summary. The purpose of the study is the geometric interpretation of numerical series, the 

process of their generation using a geometric model, obtaining calculations of point, linear, 

quadrature and cubic geometric interpretation of numerical series. The object of research is 

numerical series. The subject of the study is the generation of numerical series using the 

parameters of a geometric model. During the research, the methods of analysis and synthesis, 

comparison, modeling, graphic method were used. 

Research results: the process of generating members of numerical series using geometric 

interpretation is demonstrated; the algorithm for generating numerical series using a square 

located in the Cartesian coordinate system is shown, with the help of which it is possible to 

create numerical series with the subsequent possibility of visualizing the members of the series; 

the possibility of using different methods of generating the same numerical series associated with 

point, linear, quadrature and cubature geometric interpretations is revealed. 

The conducted research showed that geometric interpretations create favorable conditions 

for the perception of educational material, deepening of knowledge, implementation of a non-

standard approach; the obtained series can be used when studying the "Series" section for 

students of physics-mathematical faculties of pedagogical universities, as well as for high school 

students in electives, special courses or during preparation for the Olympiad. 

The goal of further research is to create a problem book "Numerical series. Practical 

course" using various geometric models for students of the specialty "014 Secondary Education 

(Mathematics)". And also a problem book that can be offered for use in optional classes and 

when conducting mathematical Olympiads among lyceum students. 

Key words: number series, geometric interpretation, series theory, generation of number 

series, geometric model, mathematical analysis, problem, geometric object. 
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ФОРМУВАННЯ ЕКОЛОГІЧНОЇ КОМПЕТЕНТНОСТІ ПІД ЧАС НАВЧАННЯ 

БІОЛОГІЇ У 6 КЛАСАХ ЗАКЛАДІВ ЗАГАЛЬНОЇ СЕРЕДНЬОЇ ОСВІТИ 

 

Стаття присвячена проблемі формування однієї з одинадцяти ключових компетент-

ностей, визначених в Державному стандарті базової середньої освіти. Мета статті 

полягає в обґрунтуванні методичних засад формування екологічної компетентності учнів під 

час навчання біології у 6 класі закладів загальної середньої освіти. У статті зазначено, що 

під час розв’язання даної проблеми доцільно опиратися на модель системи формування 

екологічної компетентності школярів. В процесі підготовки статті використано 

загальноприйняті методи дослідження (аналіз, синтез, систематизація, класифікація, 

порівняння та узагальнення) для встановлення ступеня розробленості проблеми та аналізу 

навчальної програми для загальноосвітніх навчальних закладів «Біологія 6-9 класи». 

Визначено, що основні зусилля вчителів біології з точки зору досягнення певного рівня 

сформованості екологічної компетентності в учнів 6 класу, спрямовані на орієнтування 
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