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ВИПАДКОВI НЕПОВНI СУМИ ЗНАКОЗМIННОГО РЯДУ

ЛЮРОТА, ДОДАНКИ ЯКОГО УТВОРЮЮТЬ ОДНОРIДНИЙ
ЛАНЦЮГ МАРКОВА

Ю.В. Хворостiна

Анотацiя. Вивчаються властивостi розподiлу випадкової величини

ξ =

∞∑
k=1

(−1)k−1τk
a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)...an−1(an−1 + 1)an

,

де (an) – напередзадана послiдовнiть натуральних чисел, (τk) – випадковi величи-
ни, якi набувають двох значень 0 та 1 i утворюють однорiдний ланцюг Маркова.
Повнiстю розв’язана задача про лебегiвську структуру (вмiст чисто дискретної, аб-
солютно неперервної та сингулярної компонент) розподiлу ξ. Доведено, що розподiл
ξ є дискретним або чисто неперервним, а у випадку неперервностi чисто абсолютно
неперервним або чисто сингулярним. У випадку сингулярностi вказано необхiднi i
достатнi умови канторовостi та салемовостi, i неможливiсть належностi розподiлу
до квазiканорiвського типу.
Abstract. We study the properties of the distribution of the random variable

ξ =
∞∑
k=1

(−1)k−1τk
a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)...an−1(an−1 + 1)an

,

where (an) is a fixed consecutive positive integers, (τk) are random variables, which take
two values 0 and 1 to form a homogeneous Markov chain. We have completely solved
the problem of lebehivsku the distribution of the random variable ξ (we studied the
contents of a pure discrete, absolutely continuous and singular components). We have
shown that the distribution of ξ is a discrete or pure continuous. If the distribution is
continuity it is purely absolutely continuous or purely singular. We specify necessary and
sufficient conditions under which a singular distribution is the distribution of Cantor type
or the Salem type. We proved that a singular distribution can not be the distribution of
quasi-Cantor type.

Вступ

Тополого-метричнi та фрактальнi властивостi множини неповних сум деяких ря-
дiв, а також розподiл ймовiрностей випадкових величин на нiй, цiкавлять багатьох
авторiв сучасникiв. Так дослiдженню цих властивостей множини неповних сум ря-
дiв Остроградського-Серпiнського-Пiрса присвяченi роботи Альбеверiо С., Баранов-
ського О.М., Працьовитого М.В., Торбiна Г.М. [1], рядiв Остроградського 2-го виду
– Працьовитої I.М. [2], рядiв Енгеля – Працьовитого М. В., Гетьмана Б. I. [3], ря-
дiв Сiльвестера – Працьовитого М. В., Заднiпряного М. В. [4] та iнших. Нещодавно
Працьовитий М. В. та Хворостiна Ю. В. вивчили та представили у роботi [6] деякi
тополого-метричнi властивостi множини неповних сум знакозмiнного ряду Люрота,
якi ми наведемо у цьому пунктi для цiлiсностi викладу.
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Нехай (an) – задана послiдовнiсть натуральних чисел,

1

a1
+

∞∑
n=2

(−1)n−1

a1(a1 + 1) . . . an−1(an−1 + 1)an

– вiдповiдний знакозмiнний ряд Люрота [7] з сумою r.
Введемо наступнi скорочення

A1 = a1, An = a1(a1 + 1)a2(a2 + 1)...an−1(an−1 + 1)an.

Звiдси An = An−1 · (an−1 + 1)an.

Означення 1. Якщо M – деяка пiдмножина множини натуральних чисел, то число

x = x(M) =
∞∑
n=1

(−1)n−1εn
An

, де (0.1)

εn =

{
1, якщо n ∈ M ,
0, якщо n /∈ M ;

називається неповною сумою (пiдсумою) даного ряду Люрота.

Означення 2. Множина

Cr =

{
x : x =

∞∑
n∈M⊂N

(−1)n−1

An

, M ∈ σ(N)

}
,

де σ(N) — множина всiх пiдмножин множини N , називається множиною неповних
сум даного ряду Люрота.

Вираз (0.1) i його суму x формально зображатимемо у виглядi ∆ε1ε2...εn... i називати-
мемо цилiндричним зображенням, при цьому число εk(x) називається k-тою цифрою
числа x. Поняття k-тої цифри є, взагалi кажучи, не коректно визначеним, оскiльки
iснують знакозмiннi ряди Люрота, для яких деякi точки множини неповних сум ма-
ють не одне цилiндричне зображення. Це ряди, у яких an = 1 для всiх n > n0. Для
них злiченна пiдмножина множини неповних сум має два цилiндричнi зображення.
Такi числа називаються нега-двiйково-рацiональними [5]. Прикладом такого ряду є
двiйковий знакозмiнний ряд Люрота:

1− 1

2
+

1

22
− . . .+

(−1)n

2n
+ . . . .

Теорема 1. Множина неповних сум ряду Люрота Cr є:

1. вiдрiзком
[
−2

3
, 4
3

]
, якщо an = 1 ∀n ∈ N ;

2. об’єднанням скiнченного числа вiдрiзкiв, якщо an = 1 для всiх n ≥ n0 ;
3. нiде не щiльною досконалою множиною нульової мiри Лебега, якщо an ̸= 1

для нескiнченної множини значень n.

Нехай c1, c2, . . . , cm — фiксований набiр нулiв та одиниць.
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Означення 3. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm називається множина ∆′
c1...cm

всiх неповних сум, якi мають зображення

∆c1...cmεm+1...εm+j ..., εm+j ∈ {0, 1}, j ∈ N.

Означення 4. Цилiндричним вiдрiзком рангу m з основою c1c2 . . . cm називається
вiдрiзок, кiнцi якого спiвпадають з нижньою i верхньою гранями цилiндра ∆′

c1...cm
,

його позначатимемо через ∆c1...cm

Лема 1. Цилiндричнi множини (цилiндри та цилiндричнi вiдрiзки) мають власти-
востi:

1. ∆′
c1c2...cm

⊂ ∆c1c2...cm .

2. ∆′
c1...cm

=
∞∪
i=1

∆′
c1...cmi.

3. |∆c1c2...cm| = d+ b−
m∑

n=1

1

An

=
∞∑

n=m+1

1

An

= rm+1 → 0 (m → ∞).

4. Основне метричне вiдношення:
|∆c1c2...cmi|
|∆c1c2...cm|

=
rm+2

rm+1

=
rm+2

1

Am+1

+ rm+2

=
1

1 +
1

Am+1 · rm+2

.

5. Мають мiсце наступнi нерiвностi:

0 <
1

1 + (am+1 + 1)am+2

≤ |∆c1c2...cmi|
|∆c1c2...cm |

≤ 1

1 +
1

Am+1

.

Справдi,
1

Am+2

≤ rm+2 < 1,

1 +
1

Am+1

≤ 1 +
1

Am+1 · rm+2

≤ 1 +
Am+2

Am+1

= 1 + (am+1 + 1)am+2.

Тодi

0 <
1

1 + (am+1 + 1)am+2

≤ 1

1 +
1

Am+1 · rm+2

≤ 1

1 +
1

Am+1

.

6. ∆c1c2...cm−10

∩
∆c1c2...cm−11 = Ø, крiм випадку коли всi an = 1, при n > m,

причому

km = |∆c1c2...cm−1\(∆c1c2...cm−10 ∪∆c1c2...cm−11)| =

=
1

Am

−
∞∑

n=m+1

1

An

≥ 1

Am

(
1− 2

am + 1

)
≥ 0.

7.
∞∩

m=1

∆c1c2...cm =
∞∩

m=1

∆′
c1c2...cm

= x ≡ ∆c1c2...cm....

8. Cr =
∞∩

m=1

∪
ci∈{0,1},
i=1,m

∆c1c2...cm .



4

Основним об’єктом дослiдження в данiй роботi є розподiл випадкової величини

ξ =
τ1
a1

+
∞∑
n=2

(−1)n−1τn
a1(a1 + 1) . . . an−1(an−1 + 1)an

≡ ∆τ1τ2...τn...,

де (τn) – послiдовнiсть випадкових величин, якi набувають двох значено 0 та 1 i
утворюють однорiдний ланцюг Маркова з початковими ймовiрностями p0 = p1 =

1
2

i
матрицею перехiдних ймовiрностей

∥pik∥ =

(
p00 p01
p10 p11

)
, тобто P{τk+1 = j/τk = i} = pij.

Нас цiкавить лебегiвська структура розподiлу ξ (вмiст дискретної, абсолютно не-
перервної чи сингулярної компонент) та його спектральнi властивостi (тополого-
метричнi i фрактальнi властивостi спектра, тобто мiнiмального замкненого носiя).
Очевидно, що коли матриця перехiдних ймовiрностей нулiв не мiстить спектр роз-
подiлу ξ спiвпадає з множиною неповних сум ряду Люрота.

1. Наявнiсть атомiв та неатомарнiсть розподiлу

Нагадаємо, що атомом розподiлу випадкової величини ξ називається число x таке,
що P{ξ = x} > 0. Якщо an ̸= 1 для нескiнченної множини значень n ∈ N, то кожне
число x ∈ Cr має єдине цилiндричне зображення. У випадку єдиностi цилiндричного
зображення числа x ∈ Cr очевидним є наступне твердження:

Ймовiрнiсть подiї {ξ = x} обчислюється за формулою

P{ξ = x} = pε1(x)

∞∏
k=1

pεk(x)εk+1(x). (1.1)

З цього випливає, що для даного випадку x0 є атомом тодi i тiльки тодi, коли
pεk(x)εk+1(x) = 1 для всiх k > k0.

Зрозумiло, що коли число x має два зображення, тобто x = ∆ε1ε2...εn... = ∆ε′1ε
′
2...ε

′
n...

(а це можливо лише тодi, коли an = 1 для всiх n ≥ n0), то

P{ξ = x} = pε1(x)

∞∏
k=1

pεk(x)εk+1(x) + pε′1(x)

∞∏
k=1

pε′k(x)ε′k+1(x)
. (1.2)

Лема 2. Нега-двiйково-рацiональна точка не може бути атомом розподiлу.

Доведення. Нехай an = 1 для всiх n ≥ n0. Розглянемо довiльну нега-двiйково-
рацiональну точку

x0 = ∆c1c2...cm...cn0(01) = ∆c1c2...cm...cn1(10).

Якщо припустити, що

a = pc1

(
n−1∏
i=1

pcici+1

)
· pcn0p00 lim

k→∞
(p01p10)

k > 0

або

b = pc1

(
n−1∏
i=1

pcici+1

)
· pcn1p11 lim

k→∞
(p10p01)

k > 0,
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то p01 · p10 = 1, але тодi p00 = 0 = p11. А отже, a = 0 = b, що суперечить припущенню.
�

Теорема 2. Для того щоб розподiл випадкової величини ξ мав атоми, необхiдно,
щоб матриця перехiдних ймовiрностей ∥pik∥ мiстила хоча б один нуль.

Доведення. Нехай розподiл випадкової величини ξ має атоми i x – один iз них. Згiдно
з попередньою лемою x не може бути нега-двiйково-рацiональною точною, а тому має
єдине зображення.

Припустимо, що матриця перехiдних ймовiрностей ∥pik∥ не мiстить жодного
нуля, а отже, i не мiстить жодної одиницi. Значить iснують такi p∗ i p∗, що
0 < p∗ ≤ pij ≤ p∗ < 1. Тодi

P{ξ = x} = pε1(x)

∞∏
k=1

pεk(x)εk+1(x) = 0,

а це суперечить тому, що x є атомом розподiлу. �

Зауваження. Наявнiсть нуля у матрицi перехiдних ймовiрностей не є достатньою
умовою iснування атому. Наприклад, коли у матрицi лише один нуль, а саме pii = 0,
то розподiл атомiв не має.

Окремо розглянемо всi випадки, коли матриця перехiдних ймовiрностей мiстить
принаймнi один нуль. У ситуацiї, коли вiн лише один, залишилось розглянути випа-
док: pij = 0 при i ̸= j.

Лема 3. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей мiстить рiвно один нуль, то
розподiл є дискретним або чисто неперервним (неатомарним), причому дискре-
тним, якщо pij = 0 при i ̸= j, i неперервним, якщо pii = 0, i ∈ {0; 1}.

Доведення. Якщо pij = 0, то pii = 1. У цьому випадку атомами є точки:

x0 = ∆(i), xn = ∆jj...j(i), n ∈ N.

Справдi,

P{ξ = x0} = pi · 1 = pi > 0, P{ξ = xn} = pjp
n−1
jj pji · 1 > 0.

Оскiльки
∞∑
n=1

pjp
n−1
jj pji =

pjpji
1− pjj

= pj

i pi + pj = 1, то розподiл ξ є чисто дискретним. �

Лема 4. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей ∥pik∥ має два нулi, то розподiл
є чисто дискретним.

Доведення. 1. Якщо p00 = 0 = p11, то p01 = p10 = 1 i атомами розподiлу є точки
x1 = ∆(01) i x2 = ∆(10).

Справдi,
P{ξ = x1} = p0 lim

k→∞
(p01p10)

k = p0.
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P{ξ = x2} = p1 lim
k→∞

(p10p01)
k = p1.

2. Якщо p01 = 0 = p10, то p00 = p11 = 1 i атомами розподiлу є точки x1 = ∆(0) i
x2 = ∆(1).

3. Якщо p00 = 0 = p10, то p01 = p11 = 1 i атомами розподiлу є точки x1 = ∆0(1) i
x2 = ∆(1).

4. Якщо p01 = 0 = p11, то p00 = p10 = 1 i атомами розподiлу є точки x1 = ∆(0) i
x2 = ∆1(0). �

2. Лебегiвська структура розподiлу

Лема 5. Спектром розподiлу ξ є замикання множини

E = {x : x = ∆ε1(x)ε2(x)...εn(x)..., pεk(x)εk+1(x) > 0 ∀k ∈ N}.

Теорема 3. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей ∥pik∥ мiстить лише один
нуль, причому на головнiй дiагоналi (pii = 0), то розподiл ξ є сингулярно неперерв-
ним розподiлом канторiвського типу.

Доведення. У випадку коли матриця перехiдних ймовiрностей ∥pik∥ мiстить лише
один нуль pii = 0, то спектром розподiлу ξ є замикання множини

D[Cr, ii] = {x : x = ∆ε1(x)ε2(x)...εn(x)..., εk(x)εk+1(x) ̸= ii, pεk(x)εk+1(x) > 0 ∀k ∈ N}.

Згiдно з лемою 3 цей розподiл є неперервним. Множина D[Cr, ii] ⊂ Cr. Якщо an ̸= 1

для нескiнченної множини значень n, то за пунктом 3 теореми 1 Cr є множиною ну-
льової мiри Лебега. А це значить, що розподiл випадкової величини ξ є сингулярним
розподiлом канторiвського типу.

Доведемо, що λ(D[Cr, ii]) = 0, де λ – мiра Лебега, якщо an = 1 для всiх n не
менших деякого натурального числа n0. Нехай F2k – об’єднання всiх цилiндрiв рангу
2k, внутрiшнiсть яких мiстить точки множини D[Cr, ii], F0 = (0, 1], а множину F 2(k+1)

означимо рiвнiстю
F 2(k+1) = F2k\F2(k+1).

Тодi λ(F 2(k+1)) = λ(F2k)− λ(F2(k+1)).

λ(F 2(k+1))

λ(F2k)
= 1−

λ(F2(k+1))

λ(F2k)
. (2.1)

Очевидно, що F2k ⊃ F2(k+1) ⊃ D[Cr, ii] для будь-якого натурального k.

D[Cr, ii] =
∞∩
k=1

F2k = lim
k→∞

F2k.

З неперервностi мiри Лебега зверху маємо

λ(Cr, ii]) = lim
k→∞

λ(F2k).

Тодi

λ(D[Cr, ii]) = lim
k→∞

λ(F2k)

λ(F2(k−1))
·
λ(F2(k−1))

λ(Fλ2(k−2))
· . . . · λ(F2)

λ(F0)
=

∞∏
k=1

λ(F2k)

λ(F2(k−1))
.
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З рiвностi (2.1) маємо

λ(D[Cr, ii]) =
∞∏
k=1

[
1− λ(F 2k)

λ(F2(k−1))

]
.

Останнiй нескiнченний добуток розбiгається до нуля тодi i тiльки тодi, коли роз-
бiгається ряд

∞∑
k=1

λ(F 2k)

λ(F2(k−1))
. (2.2)

Знайдемо оцiнки вiдношення
λ(F 2k)

λ(F2(k−1))
. Нехай ∆L̃

c1c2...c2k
– цилiндр iз F2k. Можливi

випадки: 1) c2k = i, 2) c2k ̸= i.

Якщо c2k = i, то ∆c1c2...c2ki ∩D[Cr, ii] = Ø i за властивiстю 5 цилiндричних множин

0 <
1

1 + (a2k+1 + 1)a2k+2

≤ |∆c1c2...c2ki|
|∆c1c2...c2k |

≤ 1

1 +
1

A2k+1

.

Якщо c2k ̸= i, то int∆c1c2...c2kii ∩D[Cr, ii] = Ø i
|∆c1c2...c2kii|
|∆c1c2...c2k |

=
r2k+3

r2k+1

=
r2k+3

1

A2k+1

+
1

A2k+2

+ r2k+3

=
1

1 +
1

A2k+1 · r2k+3

+
1

A2k+2 · r2k+3

.

1 +
1

A2k+1

+
1

A2k+2

≤ 1 +
1

A2k+1 · r2k+3

+
1

A2k+2 · r2k+3

≤ 1 +
A2k+3

A2k+1

+
A2k+3

A2k+2

=

= 1 + (a2k+2 + 1)a2k+3 (1 + (a2k+1 + 1)a2k+2) .

Тому

0 <
1

1 + (a2k+2 + 1)a2k+3 (1 + (a2k+1 + 1)a2k+2)
≤ λ(F 2k)

λ(F2(k−1))
≤ 1

1 +
1

A2k+1

.

lim
k→∞

λ(F 2k)

λ(F2(k−1))
≥ lim

k→∞

1

1 + (a2k+2 + 1)a2k+3 (1 + (a2k+1 + 1)a2k+2)
=

1

7
.

Отже, ряд (2.2) розбiгається i λ(D[Cr, ii]) = 0. Тому розподiл випадкової величини
ξ є сингулярним розподiлом канторiвського типу. �

Теорема 4. Якщо матриця перехiдних ймовiрностей ∥pik∥ не мiстить нулiв, то
розподiл ξ є
1) сингулярним розподiлом канторiвського типу, якщо an ̸= 1 нескiнченну кiлькiсть
разiв;
2) кусково рiвномiрним, якщо an = 1 для всiх n ≥ n0 i

∥pik∥ =

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
≡ B.

3) сингулярним розподiлом салемiвського типу, якщо ∥pik∥ ̸= B i an = 1 для всiх
n ≥ n0.
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Доведення. 1) Оскiльки серед елементiв матрицi ∥pik∥ немає нулiв, то згiдно з тео-
ремою (2) розподiл ξ є неперервним. Враховуючи, що спектр розподiлу випадкової
величини ξ є пiдмножиною множини Cr, а за пунктом 3 теореми 1 множина Cr має
нульову мiру Лебега при an ̸= 1 для нескiнченної множини значень n, то розподiл ξ

є сингулярним розподiлом канторiвського типу.
2) За пунктом 2 теореми 1 Cr є об’єднанням скiнченного числа вiдрiзкiв, якщо

an = 1 для всiх n ≥ n0. Тому ймовiрнiсть подiї {ξ ∈ ∆c1c2...cn0εn0+1...εn0+k
} для довiль-

ного k ∈ N обчислюється за формулою

P{ξ ∈ ∆c1c2...cn0εn0+1...εn0+k
} =

1

2n0+k
.

За пунктом 3 леми 1 довжина цилiндра ∆c1c2...cn0εn0+1...εn0+k
обчислюється за фор-

мулою

|∆c1c2...cn0εn0+1...εn0+k
| =

∞∑
n=n0+k+1

1

An

=
1

An0 · 2k−1

∞∑
m=1

1

2m
=

1

An0 · 2k−1
.

Тодi
P{ξ ∈ ∆c1c2...cn0εn0+1...εn0+k

}
|∆c1c2...cn0εn0+1...εn0+k

|
=

An0 · 2k−1

2n0+k
=

An0

2n0+1
.

Отже, вiдношення ймовiрностi подiї {ξ ∈ ∆c1c2...cn0εn0+1...εn0+k
} до довжини вiдрiз-

ка |∆c1c2...cn0εn0+1...εn0+k
| є величина стала для фiксованого n0. А тому розподiл ξ є

рiвномiрним на цилiндрах ∆c1c2...cn0
для всiх наборiв c1, c2, . . . , cn0 . 3) Оскiльки ма-

триця перехiдних ймовiрностей ∥pik∥ не мiстить нулiв, то pik > 0 для будь-яких
i ∈ {0; 1}, k ∈ {0; 1}. Тому

P{ξ ∈ ∆L̃
c1...cn0cn0+1...cn0+k

} = pc1

n0∏
i=2

pcici+1
·

(
n0+k∏

j=n0+1

pεjεj+1
+

n0+k∏
j=n0+1

pε′jε′j+1

)
> 0

для довiльного набору натуральних чисел (cn0+1, ..., cn0+k). Значить Fξ є строго зро-
стаючою на кожному з цилiндрiв ∆L̃

c1...cm
. Тобто в цьому випадку Sξ є замиканням

множини ∪
ci∈{0,1},
i=1,m

∆L̃
c1...cm

.

Отже, за означенням, розподiл ξ належить до салемiвського типу. �
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