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Изучение групп по заданным свойствам подгрупп является одним из основных под-
ходов теории групп к определению особенностей строения абстрактных групп. При вы-
явлении некоторого существенного свойства в тех или иных конкретных группах есте-
ственно поставить вопрос о существовании других групп с таким же свойством, или
даже вопрос о полном описании такого класса групп. Подобный подход к изучению
групп с ограничениями для подгрупп возник в начале ХХ столетия.

Результативными оказались также исследования групп, в которых ограничения на-
кладываются не только на систему подгрупп Σ, но и на нормализаторы этих подгрупп
и на соответствующие Σ-нормы. Напомним, что Σ-нормой группы называется пере-
сечение нормализаторов всех подгрупп системы Σ, то есть подгрупп с определенным
теоретико-групповым свойством (при условии, что Σ ̸= ⊘).

Одним из первых результатов этого направления исследований было изучение групп
с ограничениями на норму 𝑁(𝐺) группы (Р.Бер [1]), на норму 𝑁𝐴(𝐺) максимальных
абелевих подгрупп (В.Каппе [2]), на субнормальную норму 𝑊 (𝐺) (Г.Виланд [3]).

В данной работе продолжается изучение групп с ограничениями на норму 𝑁𝐴
𝐺 абеле-

вых нециклических подгрупп. В соответствии с [4] нормой 𝑁𝐴
𝐺 абелевых нециклических

подгрупп называется пересечение нормализаторов всех абелевых нециклических под-
групп группы 𝐺 (при условии, что система таких подгрупп группы 𝐺 непуста).

В работе [4] изучались бесконечные локально конечные 𝑝-группы (𝑝 ̸= 2), в кото-
рых норма 𝑁𝐴

𝐺 абелевых нециклических подгрупп неабелева. Доказано, что все такие
группы являются конечным расширением центральной квазициклической 𝑝-группы и
совпадают с нормой 𝑁𝐴

𝐺 . Поэтому остановимся на изучении конечных 𝑝-групп (𝑝 ̸= 2)
с неабелевой нормой 𝑁𝐴

𝐺 абелевых нециклических подгрупп.
Очевидно, что подгруппа 𝑁𝐴

𝐺 характеристична в группе и каждая абелева нецикли-
ческая подгруппа из 𝑁𝐴

𝐺 нормальна в ней. Неабелевы 𝑝-группы, у которых нормальны
все абелевы нециклические подгруппы, изучались в [5] и были названы 𝐻𝐴𝑝-группами.

Согласно [5] для произвольных локально конечных 𝑝-групп (𝑝 ̸= 2) условие нор-
мальности всех нециклических подгрупп эквивалентно условию нормальности одних
лишь абелевых нециклических подгрупп. Неабелевы группы, в которых нормальны все
нециклические подгруппы, называются 𝐻𝑝-группами [6].

Предложение 1 (теорема 2 [5]). Каждая 𝐻𝐴𝑝-группа при 𝑝 ̸= 2 является 𝐻𝑝-
группой.

Предложение 2. (теорема 2 [6]). Конечные 𝐻𝑝-группы (𝑝 ̸= 2) являются группами
одного из следующих типов:

1) 𝐺 = (⟨𝑎⟩ × ⟨𝑏⟩)h ⟨𝑐⟩, где |𝑎| = 𝑝𝑛, |𝑏| = |𝑐| = 𝑝, [𝑎, 𝑏] = [𝑎, 𝑐] = 1, [𝑏, 𝑐] = 𝑎𝑝
𝑛−1;

2) 𝐺 = ⟨𝑎⟩h ⟨𝑏⟩, где |𝑎| = 𝑝𝑛, |𝑏| = 𝑝𝑚, 𝑛 ≥ 2, 𝑚 ≥ 1, [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑝
𝑛−1;

3) 𝐺 = (⟨𝑎⟩ × ⟨𝑏⟩)⟨𝑑⟩, где |𝑎| = |𝑑| = 9, |𝑏| = 3, [𝑎, 𝑏] = 1, [𝑎, 𝑑] = 𝑏, [𝑏, 𝑑] = 𝑑3 = 𝑎−3.
Локально конечные 𝑝-группы (𝑝 ̸= 2) с неабелевой нормой 𝑁𝐺 нециклических под-

групп изучались в [7].
Предложение 3. (теорема 2 [7]). Конечные 𝑝-группы (𝑝 ̸= 2) с неабелевой нормой

𝑁𝐺 нециклических подгрупп являются группами следующих типов:
1) 𝐺 - негамильтонова 𝐻𝑝-группа, 𝐺 = 𝑁𝐺;



2) 𝐺 = (⟨𝑥⟩ × ⟨𝑏⟩) h ⟨𝑐⟩, где |𝑥| = 𝑝𝑛, 𝑛 > 1, |𝑏| = |𝑐| = 𝑝, [𝑥, 𝑏] = 1, [𝑏, 𝑐] = 𝑥𝑝𝑛−1,
[𝑥, 𝑐] = 𝑥𝑝𝑛−1𝛼𝑏𝛽, (𝛽, 𝑝) = 1, 𝑁𝐺 = (⟨𝑥𝑝⟩ × ⟨𝑏⟩)⟨𝑐⟩;

2) 𝐺 = ⟨𝑥⟩⟨𝑏⟩, где |𝑥| = 𝑝𝑘, |𝑏| = 𝑝𝑚, 𝑚 ≥ 2, 𝑘 ≥ 𝑚 + 𝑟, 𝑍(𝐺) = ⟨𝑥𝑝𝑟+1⟩ × ⟨𝑏𝑝𝑟+1⟩,
1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚− 1, [𝑥, 𝑏] = 𝑥𝑝𝑘−𝑟−1𝑠𝑏𝑝

𝑚−1𝑡, (𝑠, 𝑝) = 1, 𝑁𝐺 = ⟨𝑥𝑝𝑟⟩h ⟨𝑏⟩.
Учитывая, что класс нециклических групп шире, чем класс абелевых нециклических

групп, имеет место включение 𝑁𝐺 ⊆ 𝑁𝐴
𝐺 . Если нециклическая норма 𝑁𝐺 неабелева, то

норма 𝑁𝐴
𝐺 абелевых нециклических подгрупп также неабелева и, согласно предложе-

нию 1, является 𝐻𝑝-группой, которая содержит 𝑁𝐺. Если 𝐺 является негамильтоновой
𝐻𝑝-группой, то 𝐺 = 𝑁𝐺 и, очевидно, 𝑁𝐴

𝐺 = 𝑁𝐺. Если 𝐺 является группой типа 2) пред-
ложения 3, то [𝐺 : 𝑁𝐺] = 𝑝 и 𝐺 не является 𝐻𝑝-группой. Тогда 𝑁𝐴

𝐺 = 𝑁𝐺. Если 𝐺
является группой типа 3) предложения 3, нециклическая норма 𝑁𝐺 которой является
группой типа 2) предложения 2 и содержится в норме 𝑁𝐴

𝐺 , которая в свою очередь яв-
ляется 𝐻𝑝-группой, то 𝑁𝐴

𝐺 = 𝑁𝐺. Таким образом, 𝑁𝐴
𝐺 = 𝑁𝐺 при условии неабелевости

нецикличной нормы 𝑁𝐺.
Если 𝐺 = 𝑁𝐴

𝐺 , то группа 𝐺 является 𝐻𝐴𝑝-группой и в силу того, что условие нор-
мальности всех абелевых нециклических подгрупп эквивалентно условию нормальности
всех нециклических подгрупп, 𝑁𝐴

𝐺 = 𝑁𝐺. Если 𝐺 ̸= 𝑁𝐴
𝐺 и норма 𝑁𝐴

𝐺 неабелева, то воз-
можны два варианта: 𝐺 ̸= 𝑁𝐴

𝐺 = 𝑁𝐺 или 𝐺 ̸= 𝑁𝐴
𝐺 и 𝑁𝐴

𝐺 ̸= 𝑁𝐺. Но тогда во втором
случае нециклическая норма 𝑁𝐺 является абелевой, а норма 𝑁𝐴

𝐺 абелевых нецикличе-
ских подгрупп является 𝐻𝐴𝑝-группой.

Лемма 4. Если группа 𝐺 содержит абелеву нециклическую подгруппу 𝑀 , которая
удовлетворяет условию 𝑀 ∩𝑁𝐴

𝐺 = 𝐸, то подгруппа 𝑁𝐴
𝐺 дедекиндова.

Доказательство. Подгруппа 𝑀 нормальна в группе 𝐺1 = 𝑀 ·𝑁𝐴
𝐺 и

[𝑀,𝑁𝐴
𝐺 ] ⊆ 𝑀 ∩𝑁𝐴

𝐺 = 𝐸.

Поэтому для произвольного элемента 𝑥 ∈ 𝑁𝐴
𝐺 имеем ⟨𝑀,𝑥⟩ ∩ 𝑁𝐴

𝐺 = ⟨𝑥⟩ ▷ 𝑁𝐴
𝐺 . Отсюда

норма 𝑁𝐴
𝐺 дедекиндова и лемма доказана.

Следствие 5. Если норма 𝑁𝐴
𝐺 абелевых нециклических подгрупп группы 𝐺 недеде-

киндова, то каждая абелева нециклическая подгруппа 𝐵 имеет с нормой 𝑁𝐴
𝐺 нееди-

ничное пересечение.
Лемма 6. Если 𝑍 - центральная нециклическая подгруппа группы 𝐺, то в фактор-

группе 𝐺/𝑍 = 𝐺 имеет место включение 𝑁𝐴
𝐺 ⊆ 𝑁(𝐺), где 𝑁(𝐺)- норма группы 𝐺.

Доказательство. Достаточно показать, что группа 𝑁𝐴
𝐺 нормализует произвольную

циклическую подгруппу группы 𝐺 = 𝐺/𝑍.
Пусть 𝑥 ∈ 𝐺. Тогда полный прообраз ⟨𝑥⟩ подгруппы в группе 𝐺 является абелевой

нециклической подгруппой ⟨𝑥, 𝑍⟩. Поэтому 𝑁𝐴
𝐺 ⊆ 𝑁𝐺(⟨𝑥, 𝑍⟩). В фактор-группе 𝐺 имеем

𝑁𝐴
𝐺 ⊆ 𝑁𝐺(⟨𝑥, 𝑍⟩) ⊆ 𝑁𝐺(⟨𝑥⟩). Значит, 𝑁𝐴

𝐺 ⊆ 𝑁(𝐺). Лемма доказана.
Обозначим 𝜛(𝐺) нижний слой группы 𝐺 - подгруппу, порожденную всеми элемен-

тами простого порядка группы 𝐺.
Лемма 7. Если локально конечная 𝑝-группа 𝐺 имеет недедекиндову норму 𝑁𝐴

𝐺 абе-
левых нециклических подгрупп, нижний слой 𝜛(𝑁𝐴

𝐺 ) нециклический и 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ) ⊆ 𝑍(𝐺),

то 𝜛(𝐺) = 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ).

Доказательство. Поскольку 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ) - центральная нециклическая подгруппа, то

норма 𝑁𝐴
𝐺 абелевых нециклических подгрупп является группой типа 2) предложения 2

и 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ) = ⟨𝑎1⟩×⟨𝑎2⟩, где |𝑎1| = |𝑎2| = 𝑝. Допустим, что существует элемент 𝑥 ∈ 𝐺∖𝑁𝐴

𝐺 ,
|𝑥| = 𝑝. Тогда ⟨𝑎1, 𝑥⟩ ▷ 𝐺1 = ⟨𝑥⟩𝑁𝐴

𝐺 , ⟨𝑎2, 𝑥⟩ ▷ 𝐺1 как абелевы нециклические подгруппы
и ⟨𝑎1, 𝑥⟩ ∩ ⟨𝑎2, 𝑥⟩ = ⟨𝑥⟩ ▷ 𝐺1. Следовательно 𝑥 ∈ 𝑍(𝐺1) и 𝐺1 = 𝑁𝐴

𝐺1
. Таким образом, 𝐺1



является 𝐻𝐴𝑝-группой и содержит элементарную абелевую подгруппу порядка 𝑝3, что
противоречит лемме 4 [6]. Значит, 𝜛(𝐺) = 𝜛(𝑁𝐴

𝐺 ). Лемма доказана.
Лемма 8. Пусть 𝐺 - конечная 𝑝-группа, которая содержит центральный элемент

𝑎 простого порядка, норма 𝑁𝐴
𝐺 абелевых нециклических подгрупп группы 𝐺 неабелева

и центр 𝑍(𝑁𝐴
𝐺 ) циклический. Тогда элемент 𝑎 содержится в каждой циклической

подгруппе составного порядка группы 𝐺.
Доказательство. Возьмем произвольный элемент 𝑥 ∈ 𝐺, |𝑥| = 𝑝𝑘, 𝑘 > 1. Пусть

⟨𝑥⟩ ∩ ⟨𝑎⟩ = 𝐸 и 𝑎 ∈ 𝑍(𝐺). Тогда [𝑥, 𝑎] = 1 и ⟨𝑥, 𝑎⟩ ▷ 𝐺1 = ⟨𝑥⟩𝑁𝐴
𝐺 . Поскольку ⟨𝑥𝑝⟩ ▷ 𝐺1,

⟨𝑥𝑝𝑘−1⟩ ▷ 𝐺1, то 𝑥𝑝𝑘−1 ∈ 𝑍(𝐺1).
Если 𝑥𝑝𝑘−1

/∈ 𝑁𝐴
𝐺 , то для произвольного элемента 𝑦 ∈ 𝑁𝐴

𝐺 имеем (⟨𝑦⟩ × ⟨𝑥𝑝𝑘−1⟩) ▷ 𝐺1,

⟨𝑦⟩ = (⟨𝑦⟩ × ⟨𝑥𝑝𝑘−1⟩) ∩𝑁𝐴
𝐺 ▷ 𝑁𝐴

𝐺 .

Следовательно, норма 𝑁𝐴
𝐺 дедекиндова, что невозможно. Тогда 𝑥𝑝𝑘−1 ∈ 𝑁𝐴

𝐺 , 𝑥𝑝𝑘−1 ∈
𝑍(𝑁𝐴

𝐺 ), 𝑎 ∈ 𝑍(𝑁𝐴
𝐺 ) и 𝑍(𝑁𝐴

𝐺 ) нециклический, что невозможно.
Значит, ⟨𝑥⟩ ∩ ⟨𝑎⟩ ≠ 𝐸 и 𝑎 ∈ ⟨𝑥⟩. Лемма доказана.
Теорема 9. Конечные 𝑝-группы (𝑝 ̸= 2) с неабелевой нормой 𝑁𝐴

𝐺 абелевых нецикли-
ческих подгрупп являются группами следующих типов:

1) 𝐺 - неабелева 𝐻𝐴𝑝-группа, 𝐺 = 𝑁𝐴
𝐺 = 𝑁𝐺;

2) 𝐺 = (⟨𝑥⟩ × ⟨𝑏⟩) h ⟨𝑐⟩, где |𝑥| = 𝑝𝑛, 𝑛 > 1, |𝑏| = |𝑐| = 𝑝, [𝑥, 𝑏] = 1, [𝑏, 𝑐] = 𝑥𝑝𝑛−1,
[𝑥, 𝑐] = 𝑥𝑝𝑛−1𝛼𝑏𝛽, (𝛽, 𝑝) = 1, 𝑁𝐴

𝐺 = 𝑁𝐺 = (⟨𝑥𝑝⟩ × ⟨𝑏⟩)⟨𝑐⟩;
2) 𝐺 = ⟨𝑥⟩⟨𝑏⟩, где |𝑥| = 𝑝𝑘, |𝑏| = 𝑝𝑚, 𝑚 ≥ 2, 𝑘 ≥ 𝑚 + 𝑟, 𝑍(𝐺) = ⟨𝑥𝑝𝑟+1⟩ × ⟨𝑏𝑝𝑟+1⟩,

1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚− 1, [𝑥, 𝑏] = 𝑥𝑝𝑘−𝑟−1𝑠𝑏𝑝
𝑚−1𝑡, (𝑠, 𝑝) = 1, 𝑁𝐴

𝐺 = 𝑁𝐺 = ⟨𝑥𝑝𝑟⟩h ⟨𝑏⟩.
Доказательство. Если 𝐺 является неабелевой 𝐻𝐴𝑝-группой, то 𝐺 = 𝑁𝐴

𝐺 и 𝐺 явля-
ется группой типа 1) теоремы 9.

Пусть 𝐺 не является 𝐻𝐴𝑝-группой и имеет неабелеву норму 𝑁𝐴
𝐺 , тогда 𝐺 ̸= 𝑁𝐴

𝐺 и
норма 𝑁𝐴

𝐺 является группой одного из типов предложения 2. Рассмотрим каждый из
указанных для 𝑁𝐴

𝐺 случаев отдельно и продолжим доказательство теоремы в следую-
щих леммах.

Лемма 10. Если конечная 𝑝-группа (𝑝 ̸= 2) 𝐺 имеет неабелеву норму 𝑁𝐴
𝐺 абелевых

нециклических подгрупп, 𝑁𝐴
𝐺 = (⟨𝑎⟩×⟨𝑏⟩)⟨𝑑⟩, где |𝑎| = |𝑑| = 9, |𝑏| = 3, [𝑎, 𝑏] = 1, [𝑎, 𝑑] = 𝑏,

[𝑏, 𝑑] = 𝑑3 = 𝑎−3, то в группе 𝐺 нормальны все абелевы нециклические подгруппы и
𝐺 = 𝑁𝐴

𝐺 .
Доказательство. Подгруппа 𝑍(𝑁𝐴

𝐺 ) = ⟨𝑎3⟩ ▷𝐺 как характеристическая в нормаль-
ной подгруппе 𝑁𝐴

𝐺 . Значит, ⟨𝑎3⟩ ⊆ 𝑍(𝐺).
Обозначим 𝐶 = 𝐶𝐺(𝜛(𝑁𝐴

𝐺 )), где 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ) = ⟨𝑎3, 𝑏⟩▷𝐺. Тогда [𝐺 : 𝐶] = 3, причем 𝑑 /∈ 𝐶

и 𝐺 = ⟨𝑑⟩𝐶, 𝑑3 ∈ 𝐶.
Пусть существует элемент 𝑥 ∈ 𝐶 ∖𝑁𝐴

𝐺 , |𝑥| = 3. Тогда ⟨𝑥, 𝑏⟩▷𝐺1 = ⟨𝑥⟩𝑁𝐴
𝐺 , ⟨𝑥, 𝑏⟩∩𝑁𝐴

𝐺 =
⟨𝑏⟩ ▷ 𝐺1, что противоречит строению нормы 𝑁𝐴

𝐺 . Следовательно, 𝜛(𝐶) = 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ).

Допустим, что существует 𝑥 ∈ 𝐶 ∖ 𝑁𝐴
𝐺 , |𝑥| = 9, тогда 𝑥3 ∈ 𝑁𝐴

𝐺 . Тогда в груп-
пе 𝐺2 = ⟨𝑥⟩𝑁𝐴

𝐺 подгруппа ⟨𝑥, 𝑏⟩ = ⟨𝑥⟩ × ⟨𝑏⟩ нормальна и 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ) ⊆ ⟨𝑥, 𝑏⟩. Поскольку

⟨𝑥, 𝑏⟩ ▷ 𝐺2 и фактор-группа 𝐺2/⟨𝑥, 𝑏⟩ абелева, то 𝐺′
2 ⊆ ⟨𝑎3, 𝑏⟩. Учитывая, что каждая

абелева нециклическая подгруппа группы 𝐺2 содержит нижний слой 𝜛(𝐺2) = ⟨𝑎3, 𝑏⟩,
𝐺2 является 𝐻𝐴3-группой, что невозможно.

Пусть существует элемент 𝑥 ∈ 𝐶 ∖𝑁𝐴
𝐺 , |𝑥| = 27. Тогда 𝑥3 ∈ 𝑁𝐴

𝐺 . Подгруппа ⟨𝑥, 𝑏⟩ =
⟨𝑥⟩× ⟨𝑏⟩ ▷𝐺3 = ⟨𝑥⟩𝑁𝐴

𝐺 и поскольку 𝑥3 ∈ 𝐶 ∩𝑁𝐴
𝐺 , то не нарушая общности рассуждений,

можно считать, что ⟨𝑥3⟩ = ⟨𝑎⟩. Тогда ⟨𝑥3⟩ ▷ 𝐺 и ⟨𝑎⟩ ▷ 𝐺, что противоречит строению
нормы 𝑁𝐴

𝐺 . Значит, все элементы централизатора 𝐶 принадлежат норме 𝑁𝐴
𝐺 , 𝐶 ⊆ 𝑁𝐴

𝐺

и 𝐺 = ⟨𝑑⟩𝐶 = ⟨𝑑⟩(𝐶 ∩𝑁𝐴
𝐺 ) = 𝑁𝐴

𝐺 .



Таким образом, в группе 𝐺 нормальны все абелевы нециклические подгруппы и
𝐺 = 𝑁𝐴

𝐺 . Лемма доказана.
Лемма 11. Если конечная 𝑝-группа (𝑝 ̸= 2) имеет неабелеву норму 𝑁𝐴

𝐺 абелевых
нециклических подгрупп, 𝑁𝐴

𝐺 = (⟨𝑎⟩×⟨𝑏⟩)h⟨𝑐⟩, где |𝑎| = 𝑝𝑛, |𝑏| = |𝑐| = 𝑝, [𝑎, 𝑏] = [𝑎, 𝑐] = 1,
[𝑏, 𝑐] = 𝑎𝑝

𝑛−1, то группа 𝐺 является группой типа 2) теоремы 9.
Доказательство. Пусть существует элемент 𝑥 ∈ 𝐺 ∖ 𝑁𝐴

𝐺 , |𝑥| = 𝑝. Поскольку под-
группа ⟨𝑎𝑝𝑛−1⟩ характеристическая в нормальной подгруппе 𝑁𝐴

𝐺 , то ⟨𝑎𝑝𝑛−1⟩ ⊆ 𝑍(𝐺).
Тогда ⟨𝑎𝑝𝑛−1

, 𝑥⟩ ▷ 𝐺1 = ⟨𝑥⟩𝑁𝐴
𝐺 . Обозначим 𝐶𝐺1(⟨𝑎𝑝

𝑛−1
, 𝑥⟩) = 𝐶, 𝐶 ▷ 𝐺1 и [𝐺1 : 𝐶] ≤ 𝑝.

Тогда для некоторого элемента 𝑦 ∈ 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ) ∖ ⟨𝑎𝑝

𝑛−1⟩ имеем [𝑦, 𝑥] = 1. Значит, ⟨𝑦, 𝑥⟩ ▷ 𝐺1

и ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∩ 𝑁𝐴
𝐺 = ⟨𝑦⟩ ▷ 𝑁𝐴

𝐺 , что противоречит строению нормы 𝑁𝐴
𝐺 , так как подгруппы

простого порядка из 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ) ∖ ⟨𝑎𝑝𝑛−1⟩ не являются нормальными в норме 𝑁𝐴

𝐺 . Таким
образом, 𝜛(𝐺) = 𝜛(𝑁𝐴

𝐺 ) = ⟨𝑏, 𝑐⟩.
Дальнейшее доказательство аналогично доказательству леммы 5 [7], проведенному

для нормы 𝑁𝐴
𝐺 абелевих нециклических подгрупп.

Получаем, что 𝐺 = ⟨𝑥⟩𝑁𝐴
𝐺 = (⟨𝑥⟩ × ⟨𝑏⟩) h ⟨𝑐⟩, 𝑥𝑝 ∈ 𝑁𝐴

𝐺 , 𝑁𝐴
𝐺 = (⟨𝑥𝑝⟩ × ⟨𝑏⟩)⟨𝑐⟩ и 𝐺

является группой типа 2) теоремы 9. Лемма доказана.
Лемма 12. Если конечная 𝑝-группа (𝑝 ̸= 2) имеет неабелеву норму 𝑁𝐴

𝐺 абелевых
нециклических подгрупп, 𝑁𝐴

𝐺 = ⟨𝑎⟩ h ⟨𝑏⟩, где |𝑎| = 𝑝𝑛, |𝑏| = 𝑝𝑚, 𝑛 ≥ 2, 𝑚 ≥ 1, [𝑎, 𝑏] =
𝑎𝑝

𝑛−1, то группа 𝐺 является группой типа 3) теоремы 9.
Доказательство. 1. Рассмотрим случай, когда 𝜛(𝑁𝐴

𝐺 ) ⊆ 𝑍(𝐺). Каждая нецикличе-
ская подгруппа, в том числе и абелева нециклическая, содержит нижний слой 𝜛(𝑁𝐴

𝐺 ).
Для любого элемента 𝑥 произвольной нециклической подгруппы подгруппа ⟨𝑥,𝜛(𝑁𝐴

𝐺 )⟩
будет абелевой нециклической. Следовательно, каждая нециклическая подгруппа по-
крывается абелевыми нециклическими подгруппами. Тогда 𝑁𝐴

𝐺 = 𝑁𝐺.
2. Если 𝜛(𝑁𝐴

𝐺 ) ̸⊂ 𝑍(𝐺), то 𝑎𝑝
𝑛−1 ∈ 𝑍(𝐺), 𝑏𝑝𝑚−1

/∈ 𝑍(𝐺). Обозначим 𝐶 = 𝐶𝐺(𝜛(𝑁𝐴
𝐺 )).

Тогда 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ) ▷ 𝐺 как характеристическая в нормальной подгруппе 𝑁𝐴

𝐺 и 𝐶 ▷ 𝐺, [𝐺 :
𝐶] = 𝑝, 𝐺 = ⟨𝑦⟩𝐶 и 𝑦𝑝 ∈ 𝐺.

2.1. Если 𝑚 = 1, то 𝐺 = ⟨𝑎⟩𝐶, 𝑎𝑝 ∈ 𝐶.
По лемме 4 [6] подгруппа 𝐶 не содержит элементарной абелевой подгруппы порядка

𝑝3 и группа 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ) содержит все элементы простого порядка своего централизатора

𝐶. Поскольку элемент 𝑎𝑝
𝑛−1 принадлежит каждой циклической подгруппе составного

порядка, то по лемме 3 [6] фактор-группа 𝐶/⟨𝑏⟩ циклическая. Значит, подгруппа 𝐶
абелева и содержит циклическую подгруппу индекса 𝑝. По теореме 12.5.1 [8], учитывая,
что подгруппа 𝐶 нециклическая и 𝑝 ̸= 2, имеем 𝐶 = ⟨𝑥⟩ × ⟨𝑏⟩, |𝑥| = 𝑝𝑘, 𝑘 > 1.

Поскольку [𝑥, 𝑎] ∈ 𝑁𝐴
𝐺 ∩ 𝐶 = ⟨𝑎𝑝, 𝑏⟩, положим [𝑥, 𝑎] = 𝑎𝛼𝑝𝑏𝛽. Тогда в силу того, что

𝑍(𝑁𝐴
𝐺 ) = ⟨𝑎𝑝⟩, 𝑎𝑝 ∈ 𝐶 и 𝐶 - абелева, имеем, что 𝑎𝑝 ∈ 𝑍(𝐺). Следовательно, [𝑥, 𝑎𝑝] =

𝑎𝛼𝑝
2
𝑏𝛽𝑝 = 𝑎𝛼𝑝

2
= 1, отсюда 𝛼𝑝2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑛), 𝛼 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑛−2) и 𝛼 = 𝑝𝑛−2𝛼1. Значит,

[𝑥, 𝑎] = (𝑎𝑝
𝑛−2𝛼1)𝑝𝑏𝛽 = 𝑎𝑝

𝑛−1𝛼1𝑏𝛽 ∈ 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 )

и 𝐺′ ⊆ 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ).

Если 𝜛(𝐺) = 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ), то каждая абелева нециклическая подгруппа группы 𝐺 со-

держит 𝐺′ = 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ), значит, каждая такая подгруппа нормальна в 𝐺 и 𝐺 является

𝐻𝐴𝑝-группой. Тогда 𝐺 = 𝑁𝐴
𝐺 , что невозможно ввиду допущения.

Если 𝜛(𝐺) ⊃ 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ), то существует такой элемент 𝑦 ∈ 𝐺 ∖ 𝜛(𝑁𝐴

𝐺 ), что |𝑦| = 𝑝. По
лемме 4 [6] подгруппа 𝐶 не содержит элементарной абелевой подгруппы порядка 𝑝3,
значит, 𝑦 /∈ 𝐶 и 𝐺 = 𝐶 h ⟨𝑦⟩ = (⟨𝑥⟩h ⟨𝑏⟩)h ⟨𝑦⟩, [𝑥, 𝑦] = 𝑎𝑝

𝑛−1𝑙𝑏𝑚. Поскольку 𝐺 ̸= 𝑁𝐴
𝐺 , то

(𝑚, 𝑝) = 1 и 𝐺 является группой типа 2) предложения 3, что противоречит строению
нормы 𝑁𝐴

𝐺 . Таким образом, 𝐺 = 𝑁𝐴
𝐺 .



2.2. Если 𝑚 > 1, то 𝐺 = ⟨𝑦⟩𝐶, 𝑦𝑝 ∈ 𝐶 и 𝑦 /∈ 𝑁𝐴
𝐺 .

Рассмотрим подгруппу 𝐺1 = ⟨𝑦⟩𝑁𝐴
𝐺 . Если |𝑦| = 𝑝, то ⟨𝑦⟩ ∩ 𝑁𝐴

𝐺 = 𝐸. Поскольку
𝑎𝑝

𝑛−1 ∈ 𝑍(𝐺), то ⟨𝑦, 𝑎𝑝𝑛−1⟩ ▷ 𝐺1 и

[𝑦,𝑁𝐴
𝐺 ] ⊆ ⟨𝑦, 𝑎𝑝𝑛−1⟩ ∩𝑁𝐴

𝐺 = ⟨𝑎𝑝𝑛−1⟩,

𝐺′
1 ⊂ 𝑍(𝐺) и 𝐺1 регулярна. Тогда [𝑏, 𝑦] = 𝑎𝑝

𝑛−1𝛼, [𝑏𝑝, 𝑦] = 1, что невозможно ввиду
выбора элемента 𝑦. Значит, |𝑦| > 𝑝 и 𝜛(𝐺) = 𝜛(𝑁𝐴

𝐺 ).
Поскольку 𝑁𝐴

𝐺 ⊆ 𝐶 и 𝜛(𝐺) = 𝜛(𝑁𝐴
𝐺 ), а также, учитывая, что абелевыми нецик-

лическими подгруппами централизатора 𝐶 исчерпываются все абелевы нециклические
подгруппы группы 𝐺, то 𝑁𝐴

𝐶 = 𝑁𝐴
𝐺∩𝐶 = 𝑁𝐴

𝐺 . Поскольку 𝜛(𝑁𝐴
𝐶 ) = 𝜛(𝑁𝐴

𝐺 ) ⊆ 𝑍(𝐶), то по
доказанному выше 𝑁𝐴

𝐶 = 𝑁𝐶 , где 𝑁𝐶 норма нециклических подгрупп централизатора
𝐶. Тогда для централизатора 𝐶 возможны следующие варианты:

1) 𝐶 = 𝑁𝐴
𝐺 ;

2) 𝐶 = ⟨𝑥⟩⟨𝑏⟩, где |𝑥| = 𝑝𝑘, |𝑏| = 𝑝𝑚, 𝑚 ≥ 2, 𝑘 ≥ 𝑚 + 𝑟, 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚 − 1, [𝑥, 𝑏] =
𝑥𝑝𝑘−𝑟−1𝑠𝑏𝑝

𝑚−1𝑡, (𝑠, 𝑝) = 1, 𝑁𝐴
𝐶 = 𝑁𝐶 = ⟨𝑥𝑝𝑟⟩h ⟨𝑏⟩.

2.2.1. Если 𝐶 = 𝑁𝐴
𝐺 , то 𝑦𝑝 ∈ 𝑁𝐴

𝐺 , |𝑦| = 𝑝𝑘 > 𝑝. Тогда |𝐺/𝑁𝐴
𝐺 | = 𝑝, |⟨𝑦⟩𝑁𝐴

𝐺 | = 𝑝 и
фактор-группа 𝐺/𝑁𝐴

𝐺 циклическая с образующим элементом 𝑦𝑁𝐴
𝐺 . Значит 𝐺 = ⟨𝑦⟩𝑁𝐴

𝐺 =
⟨𝑦, 𝑏⟩. Обозначим неабелеву подгруппу 𝐻 = ⟨𝑦, 𝑏𝑝𝑚−1⟩. Если подгруппа 𝐻 является 𝑁𝐴

𝐺 -
допустимой, то, учитывая доказательство леммы 8 [7], 𝑁𝐴

𝐺 = 𝑁𝐺. Если подгруппа 𝐻
не является 𝑁𝐴

𝐺 -допустимой, то предположим, что 𝑁𝐴
𝐺 ̸= 𝑁𝐺. Тогда [𝐻,𝑁𝐴

𝐺 ] ̸⊂ 𝐻 и
существует элемент 𝑑 ∈ 𝑁𝐴

𝐺 такой, что [𝑦, 𝑑] /∈ 𝐻, но ⟨[𝑦𝑝, 𝑑]⟩ ⊂ ⟨[𝑦, 𝑑]⟩ ⊂ 𝑁𝐴
𝐺 ∖𝐻.

Поскольку 𝑦𝑝 ∈ 𝑁𝐴
𝐺 , то [𝑦𝑝, 𝑑] = 𝑎𝛼𝑝

𝑚−1 . Коммутант группы ⟨𝑦, 𝑑⟩ содержит комму-
тант подгруппы ⟨𝑦𝑝, 𝑑⟩. Но тогда 𝑎𝛼𝑝

𝑚−1
/∈ 𝐻, что невозможно. Значит, 𝑁𝐴

𝐺 = 𝑁𝐺.
2.2.2. Рассмотрим случай 𝐶 = ⟨𝑥⟩⟨𝑏⟩, где |𝑥| = 𝑝𝑘, |𝑏| = 𝑝𝑚, 𝑚 ≥ 2, 𝑘 ≥ 𝑚 + 𝑟,

1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚− 1, [𝑥, 𝑏] = 𝑥𝑝𝑘−𝑟−1𝑠𝑏𝑝
𝑚−1𝑡, (𝑠, 𝑝) = 1, 𝑁𝐴

𝐶 = 𝑁𝐶 = ⟨𝑥𝑝𝑟⟩h ⟨𝑏⟩.
Фактор-группа 𝐺/𝐶 циклическая и |𝐺/𝐶| = 𝑝, фактор-группа 𝐶/𝑁𝐴

𝐺 также цик-
лическая и |𝐶/𝑁𝐴

𝐺 | ≤ 𝑝𝑚−1, тогда |𝐺/𝑁𝐴
𝐺 | ≤ 𝑝𝑚. Докажем, что фактор-группа 𝐺/𝑁𝐴

𝐺

циклическая. Для этого достаточно показать, что фактор-группа 𝐺/𝑁𝐴
𝐺 содержит толь-

ко одну подгруппу простого порядка. Допустим, что фактор-группа 𝐺/𝑁𝐴
𝐺 содержит

элементарную абелеву подгруппу порядка 𝑝2. Поскольку 𝐺 = ⟨𝑦⟩𝐶 = ⟨𝑦⟩(⟨𝑥⟩⟨𝑏⟩), то
𝐺 = 𝐺/𝑁𝐴

𝐺 = ⟨𝑦⟩⟨𝑥⟩, причем |𝑦| = 𝑝, |𝑥| = 𝑝𝑟. Тогда 𝑦𝑝 ∈ 𝑁𝐴
𝐺 , 𝑥𝑝𝑟 ∈ 𝑁𝐴

𝐺 , где элементы 𝑥
и 𝑦 прообразы элементов 𝑥 и 𝑦 соответственно.

Рассмотрим подгруппу 𝐺1 = ⟨𝑦⟩𝑁𝐴
𝐺 , |𝐺/𝑁𝐴

𝐺 | = 𝑝 и фактор-группа 𝐺/𝑁𝐴
𝐺 цикли-

ческая с образующим элементом ⟨𝑦⟩𝑁𝐴
𝐺 . Значит 𝐺1 = ⟨𝑦, 𝑏⟩. Используя размышления

предыдущего случая 2.2.1, получаем, что 𝑁𝐴
𝐺1

= 𝑁𝐺1 .
Поскольку 𝑁𝐴

𝐺 ⊆ 𝑁𝐴
𝐺1, 𝑁𝐴

𝐺 ⊆ 𝑁𝐴
𝐶 и 𝐺1 ∩ 𝐶 = 𝑁𝐴

𝐺 , то 𝑁𝐴
𝐺 = 𝑁𝐴

𝐺1
∩ 𝑁𝐴

𝐶 . Аналогично
𝑁𝐺 = 𝑁𝐺1 ∩𝑁𝐶 . Но тогда

𝑁𝐴
𝐺 = 𝑁𝐴

𝐺1
∩𝑁𝐴

𝐶 = 𝑁𝐺1 ∩𝑁𝐶 = 𝑁𝐺

и 𝐺 является группой типа 3) предложения 3, что противоречит допущению.
Значит, фактор-группа 𝐺/𝑁𝐴

𝐺 циклическая с образующим элементом ⟨𝑦⟩𝑁𝐴
𝐺 и

|𝐺/𝑁𝐴
𝐺 | ≤ 𝑝𝑚. Используя размышления случая 2.2.1, снова получаем, что 𝑁𝐴

𝐺 = 𝑁𝐺

и группа является группой типа 3) теоремы 9. Лемма доказана.
Следствие 13. Конечные 𝑝-группы (𝑝 ̸= 2) с неабелевой нормой 𝑁𝐴

𝐺 абелевых нецик-
лических подгрупп являются циклическим расширением нормы 𝑁𝐴

𝐺 .
Учитывая теорему 1 [4], получим следующее утверждение.
Теорема 14. Если норма 𝑁𝐴

𝐺 абелевых нециклических подгрупп локально конечной
𝑝-группы (𝑝 ̸= 2) 𝐺 неабелева, то 𝑁𝐴

𝐺 = 𝑁𝐺.



Следствие 15. Если норма 𝑁𝐺 нециклических подгрупп локально конечной 𝑝-
группы (𝑝 ̸= 2) 𝐺 абелева, то норма 𝑁𝐴

𝐺 абелевых нециклических подгрупп также
абелева.

Следующие примеры показывают, что в случае абелевой нормы 𝑁𝐴
𝐺 абелевых нецик-

лических подгрупп нормы 𝑁𝐴
𝐺 и 𝑁𝐺 могут не совпадать.

Пример 1. 𝐺 = ((⟨𝑎⟩× ⟨𝑏⟩)h ⟨𝑐⟩)× ((⟨𝑥⟩× ⟨𝑦⟩)h ⟨𝑧⟩), где |𝑎| = |𝑏| = |𝑐| = |𝑥| = |𝑦| =
|𝑐| = 𝑝, [𝑎, 𝑏] = [𝑎, 𝑐] = [𝑥, 𝑦] = [𝑥, 𝑧] = 1, [𝑏, 𝑐] = 𝑎, [𝑦, 𝑧] = 𝑥. В такой группе нормы 𝑁𝐴

𝐺 ,
𝑁𝐺 абелевы и совпадают с центром 𝑍(𝐺):

𝑁𝐴
𝐺 = 𝑁𝐺 = 𝑍(𝐺) = ⟨𝑎⟩ × ⟨𝑥⟩.

Пример 2. 𝐺 = (⟨𝑎⟩h ⟨𝑏⟩)× ⟨𝑐⟩, где |𝑎| = 𝑝2, |𝑏| = |𝑐| = 𝑝, [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑝, 𝑍(𝐺) = ⟨𝑎𝑝⟩ × ⟨𝑐⟩.
В группе 𝐺 нормы 𝑁𝐴

𝐺 , 𝑁𝐺 абелевы и совпадают, но отличны от центра 𝑍(𝐺):

𝑁𝐴
𝐺 = 𝑁𝐺 = 𝑍(𝐺)× ⟨𝑏⟩.

Пример 3. 𝐺 = (⟨𝑎⟩ h ⟨𝑏⟩) h ⟨𝑥⟩, где |𝑎| = 𝑝4, |𝑏| = 𝑝2, |𝑥| = 𝑝, [𝑎, 𝑏] = 𝑎𝑝
2 , [𝑎, 𝑥] = 𝑏𝑝,

[𝑏, 𝑥] = 1, 𝑍(𝐺) = ⟨𝑎𝑝2⟩. В группе 𝐺 нормы 𝑁𝐴
𝐺 , 𝑁𝐺 абелевы и не совпадают:

𝑁𝐴
𝐺 = ⟨𝑎𝑝2 , 𝑏𝑝, 𝑥⟩, 𝑁𝐺 = ⟨𝑎𝑝2 , 𝑏𝑝⟩.
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