Семеніхіна О.В., Друшляк М.Г.
ПРОГРАМИ ДИНАМІЧНОЇ МАТЕМАТИКИ У КОНТЕКСТІ НАБУТТЯ ЕМПІРИЧНОГО ДОСВІДУ І ФОРМУВАННЯ ЗНАНЬ 
(НА ПРИКЛАДАХ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ З ПАРАМЕТРАМИ)

Анотація. У статті наведені приклади використання програм динамічної математики при розв’язуванні задач з параметрами, які традиційно передбачають залучення аналітичного апарату. Авторами акцентується увага на конструктивному і дослідницькому підходах при розв’язуванні задач алгебри і початків аналізу на противагу традиційному. Робиться акцент на потребі накопичення емпіричного досвіду математичного дослідження і висновок про необхідність зміщення акцентів навчання математики у бік обов’язкового залучення і вивчення комп’ютерних інструментів, які спрощують розв’язування окремих класів задач і сприяють формуванню якісного математичного знання. 
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Аннотация. В статье приведены примеры использования программ динамической математики при решении задач с параметрами, которые традиционно предусматривают привлечение аналитического аппарата. Авторами акцентируется внимание на конструктивном и исследовательском подходах при решении задач алгебры и начал анализа в противовес традиционному. Делается акцент на необходимости накопления эмпирического опыта математического исследования и вывод о необходимости смещения акцентов обучения математике в сторону обязательного привлечения и изучения компьютерных инструментов, которые упрощают решения отдельных классов задач и способствуют формированию качественного математического знания.
Ключевые слова: программы динамической математики, компьютерные инструменты, интерактивная геометрическая среда, параметр, Математический конструктор, GeoGebra.

Abstract. The article provides examples of using of dynamic mathematical software in solving problems with parameters that traditionally involve an analytical apparatus. The authors focuse on constructive and research approaches in solving problems of algebra and analysis as opposed to traditional. Emphasis is placed on the need for the accumulation of empirical experience in mathematical research and the conclusion about the necessity of shifting the emphasis of teaching mathematics in the direction of necessary involvement and learning of computer tools that simplify certain classes of problems, and contribute to the formation of high-quality mathematical knowledge, is made.
Keywords: dynamic mathematical software, computer tools, interactive geometric environment, setting, MathKit, GeoGebra.

Використання комп’ютерної техніки та спеціалізованого програмного забезпечення вже стало традиційним для багатьох освітян. З одного боку, це сприяє активізації навчального процесу, а з іншого спрощує розв’язання багатьох навчальних і життєвих задач. І вже не є новиною ситуація, коли молодь, маючи доступ до мережі Інтернет, поставлені математичні задачі «розв'язує» через пошукові сервіси і запити. Більше того, якщо раніше, використовуючи спеціалізовані математичні програми, можна було отримати лише відповідь, то сьогодні розробники такого контенту надають користувачам мережі можливість побачити не лише результат, а й повний шлях його одержання.
Описану ситуацію наразі не можна вважати недопустимою у контексті навчання математики – потрібно знати і уміти використати будь-які інструменти для пошуку розв’язку, але варто усвідомлювати і те, що такі способи, на жаль, не сприяють формуванню математичних умінь у класичному розумінні – вдало сформульований запит та потужність мережі Інтернет забезпечують можливість розв’язання задачі без знань у голові учня про математичне підґрунтя проблеми та методи її подолання. 
Через широку розповсюдженість такої ситуації вважаємо недоцільною заборону використовувати згадані підходи, оскільки інформаційне забезпечення виступає наразі сучасним інструментом розв’язування багатьох, у тому числі і життєвих, задач. З іншого боку, розуміючи, що такий підхід щодо пошуку відповіді напевно буде задіяний, перед вчителем математики постає проблема – як в умовах активного споживання інформаційного контенту сформувати необхідні і якісні математичні знання та уміння? 
Проблему психолого-педагогічного впливу інформаційних технологій на процес навчання не можна сприймати як тривіальну, оскільки її вивчають фахівці різних галузей знань, і при цьому одностайності у думках ще не досягнуто. Поряд із висновками про негативний вплив комп’ютерних технологій і віртуального світу на особистість [1] науковці-методисти зазначають про позитивні тенденції при свідомому використанні спеціалізованих програмних засобів. Стосовно навчання математики такі думки висловлюють В. Н. Дубровський, М. І. Жалдак, С. А. Раков, Ю. В. Триус, І. Г. Храповицький, М. В. Шабанова та інші науковці та методисти [2-4]. 
Наш погляд на можливі шляхи її подолання пов’язаний зі зміщенням акцентів у навчанні математики у бік активного залучення спеціалізованих математичних програм, які підтримують математичні методи дослідження процесів. За рахунок якісної візуальної і часто динамічної підтримки та швидких чисельних розрахунків використання віртуальних середовищ дозволяє збільшити кількість розв’язаних учнем задач, знімає психологічний тиск у випадку «нелюбові» до математики і вивільняє час суб’єктів навчання на якісний аналіз математичних ідей, залежностей, методів тощо. 
Вважаємо, що кількісне накопичення одержаних результатів сприятиме збагаченню досвіду розв’язування задач і ранній появі математичної інтуїції, через що стверджуємо, що школярам не лише доцільно, а і обов’язково потрібно надати можливість накопичення емпіричного досвіду розв’язання різного роду математичних задач саме на базі інформаційного контенту. Такий досвід можна набути під час розв’язування задач, які б передбачали поряд з обов’язковим залученням інформаційних технологій деяке дослідження, котре, у свою чергу, вимагало б застосування математичних знань та умінь або створювало потребу у їх одержанні.
Нами узагальнено емпіричний досвід формування у молоді математичних знань та умінь, який демонструє доцільність залучення програм динамічної математики до розв’язування задач з параметрами як інструменту забезпечення позитивного ставлення до навчального процесу і свідомого розуміння молоддю потреби у набутті математичних знань.
Пропонуємо нижче приклади залучення програм динамічної математики до розв’язування окремих класів математичних задач, які пов’язані із дослідницькими діями і які при цьому демонструють потребу у математичних вміннях і сприяють формуванню якісного математичного знання. Частина цих задач буде представлена тривіальними розв’язаннями через наявність у використаних віртуальних середовищах спеціальних математичних інструментів. Інші будуть передбачати моделювання умови задачі, аналіз вхідних даних і опис пошуку результату. 
Такий підхід (а саме його ми використовуємо під час підготовки майбутніх вчителів математики та інформатики) демонструє як потребу у вивченні існуючих математичних комп’ютерних інструментів, так і необхідність розуміння основних математичних понять та методів у повсякденному житті.
Задачі з параметрами завжди сприймаються суб’єктами навчального процесу як важкі. Це зумовлено різними чинниками серед яких:
1) складність сприйняття умови і подальших аналітичних розрахунків [5]; 
2) трудність у швидкому унаочненні умови для пошуку відповіді чи аналізу окремих випадків (ускладнена побудова графіка, математичної моделі тощо);
3) обмеженість часу на вивчення методів розв’язування задач з параметрами;
4) відсутність досконалого володіння курсом математики і високої логічної культури мислення у переважної більшості учнів [6]. 
Разом з цим розв’язування задач такого типу не лише сприяє якісному засвоєнню знань та умінь молоді, а і є необхідним з огляду на формування критичного погляду на результат.

Приклад 1. (GeoGebra 5.0) Знайти усі значення параметра а, при яких система нерівностей  має єдиний розв’язок [6, с. 25]. 
Розв’язування систем нерівностей з параметрами не можна вважати типовою математичною задачею, а тому інструменти для її розв’язання передбачені не в кожному з середовищ динамічної математики. Ми наведемо алгоритм розв’язання, реалізований у програмі динамічної математики GeoGebra5.0, а читачам додатково пропонуємо використовувати і українську програму Gran1, де це теж можливо.
1. Створимо бігунок для параметра а (інструмент [image: ] на основній панелі інтерфейсу).
2. 
Через рядок вводу задамо систему нерівностей . 
3. Змінюючи значення параметра а , отримаємо відповідь: а=0,125 (рис.1).
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	Рис.1а
	Рис.1б



Приклад демонструє наявність таких комп’ютерних інструментів, які дозволяють візуальними підходами розв’язувати аналітичні задачі з параметрами, які пропонуються у шкільних підручниках. Зокрема, ми акцентуємо увагу на тому, що про такі інструменти молодь має знати і свідомо їх використовувати. 


Приклад 2. (GeoGebra5.0) При яких значеннях параметра а два рівняння  і  мають рівні непорожні множини розв’язків? [11, с. 295] 
Щоб розв’язати цю задачу, мало знати комп’ютерні інструменти побудови функцій, де є параметр. Учні мають розуміти, що графічно однакові множини розв’язків для двох заданих рівнянь – це однакові множини точок їх перетину з віссю Ох, а це є суто математичне знання.



Створимо бігунок (інструмент [image: ]), який буде ототожнюватися із параметром а. Через рядок вводу задамо потрібні функціональні залежності (рис. 2а):  і . Змінюючи параметр а, отримуємо, що графіки мають однакові множини розв’язків і навіть збігаються при  (рис. 2б).
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	Рис.2а
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Описаний у прикладах 1-2 підхід не тільки демонструє потужність програм динамічної математики, а і формує вміння використати віртуальне середовище для розв’язування типових задач на параметри, вимагає умінь записати математичні вирази за правилами логіки та використати комп’ютерні інструменти для побудови графіків функцій. 
При цьому не потрібно уміти перетворювати вирази, але потрібно знати, що таке область визначення і область значень функції, що є графіком функції, що означає кількість розв’язків рівнянь, систем рівнянь та нерівностей. Також необхідно уміти побудувати візуальну модель задачі та передбачити її зміни залежно від параметра, уміти аналізувати взаємне розташування об’єктів залежно від їх області визначення, розуміти, що параметр у середовищі змінюється дискретно і варто звертати увагу на крок, що закладений у його властивостях. Іншими словами, нагальною стає потреба у суто математичних знаннях та уміннях, які набуваються під час розв’язування таких задач.
Елементи диференціального числення вивчаються у старшій школі і вважаються складним матеріалом через використання границь і граничного переходу при введенні поняття похідної, а також через потребу у вивченні таблиці похідних, що, зокрема, для учнів класів гуманітарного профілю є нетривіальною проблемою, тому вважаємо комп’ютерну підтримку цієї теми важливою завдяки можливості без аналітичних розрахунків, але із свідомим використанням математичних знань розв’язувати задачі цього розділу. 

Приклад 3. (Математический конструктор) При яких значеннях параметра а функція  не має критичних точок [8, с. 252] 
Для успішного розв’язування такого типу задач у учнів має бути сформовано поняття критичної точки та точки екстремуму функції.


Встановимо алгебраїчну панель інструментів і задамо параметр а (інструмент [image: ]). Побудуємо графік заданої функції. За допомогою інструменту Построить локальный экстремум [image: ] знайдемо критичні точки (рис. 3а). Змінюючи параметр а, приходимо до висновку, що функція  не має критичних точок при (рис.3б).
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	Рис.3а
	Рис.3б


Під час розв’язування задачі учню потрібно розуміти, що означає наявність чи відсутність критичних точок функції у її графічній інтерпретації, сприймати те, що функція у середовищі буде побудована на заданій області, а не на всій числовій прямій, а також уміти побудувати графік функції інструментами пакету.


Приклад 4. (Математический конструктор) При якому значенні параметра а дотична до графіка функції  відтинає від першої чверті рівнобедрений трикутник площею  кв. од. [8, с. 265] 
Традиційне розв’язання задачі пов’язано із знаходженням дотичної, яка утворює з осями рівнобедрений трикутник, та подальшого складання рівняння, де невідомим буде виступати шукане значення а.

Введемо параметр а, задамо функцію  та побудуємо її графік. Через довільну точку К на параболі проведемо дотичну за допомогою інструменту Построить касательную к кривой [image: ]. 
Побудуємо точки перетину дотичної з осями координат – точки А та В. Зауважимо, що це не вдається зробити відразу, оскільки осі координат у середовищі Математический конструктор не є геометричними об’єктами. Потрібно додатково провести прямі поверх осей – будуємо довільну точку, потім у діалозі її властивостей змінимо координати на (0,0) і через контекстне меню заборонимо їх зміну, потім проводимо через неї горизонтальну та вертикальну прямі. 
Обчислимо довжини відрізків ОА та ОВ і знайдемо місце точки К на параболі, при якому відбувається рівність ОА=ОВ.
[bookmark: _GoBack]Далі визначимо площу трикутника АОВ і, змінюючи значення параметра а, знайдемо таку конфігурацію, яка задовольняє умову задачі: при значенні а=0,5 площа трикутника буде 0,3 кв. од. (рис. 4а).
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	Рис. 4а
	Рис. 4б


Можливий інший підхід до останнього етапу розв’язування задачі – в окремому полі створюємо емпіричну функцію, яка буде визначатися динамічним слідом деякої точки С з особливими координатами: аргументом, що відповідає параметру а, і значенням функції, що відповідає площі трикутника. Зазначимо, що у такий спосіб побудована емпірична функція буде залежати від кроку зміни параметру – чим менший крок зміни параметру а, тим щільніше будуть розташовані точки-сліди і тим якіснішою буде побудова. 
Якщо на цьому ж полі побудувати графік функції r(x)=0,3 (задана площа), то точка його перетину з емпіричною функцією буде надавати відповідь задачі (рис.4б). 
Останній приклад дозволяє без застосування аналітичних розрахунків дослідити різні положення параметрично заданої функції та будувати на базі умови задачі потрібні емпіричні залежності. Такий підхід передбачає в учня заздалегідь сформоване поняття про площу фігури, про функцію як взаємно однозначну відповідність між точками, про функцію як закон залежності одного елемента від іншого, про графік функції, про дотичну до графіка, знання властивостей рівнобедреного трикутника, уміння використати інструменти віртуального середовища для знаходження потрібної конфігурації.
Задачі на екстремум вважаються складними через дещо незвичний для типових вправ цієї теми спосіб формулювання умови – потрібно визначитися із заданими величинами, побудувати функцію, яка пов’яже ці величини з шуканою, а потім ще дослідити цю функцію на наявність екстремуму. Така кількість дій відлякує учнів, оскільки вимагає додатково ще й багатьох аналітичних умінь. 
Конструктивні підходи до розв’язування таких задач зменшують вагу аналітичних розрахунків, але збільшують вагу умінь змоделювати задані об’єкти, урахувати залежності між їх параметрами, візуалізувати окремі позиції можливих результатів, навіть «побачити» шукану функцією, яку потрібно потім дослідити на екстремум.






Приклад 5. (Математический конструктор) Знайти всі значення параметра а (), при яких фігура, обмежена лініями {, , , , }, буде мати найбільшу площу. [8, с. 360] 





Задамо параметр а і побудуємо функції , , , , для кожної з яких обмежимо область визначення . Інструментами середовища знайдемо точки А, В, С, D перетину заданих ліній і площу утвореної фігури Е. 

Змінюючи параметр а і візуально спостерігаючи за значенням площі, приходимо до висновку, що при  площа буде найбільшою.
Тут також можна створити емпіричну функцію, яка буде визначатися динамічним слідом точки F з аргументом, що відповідає параметру а, і значенням функції, що відповідає площі Е. На графіку за умови маленького кроку для параметру а очевидним буде максимум S=0.5, який буде відповідати шуканій величині (рис. 5).
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Рис.5.
Задача демонструє суто візуальний і конструктивний підхід до задачі, розв’язування якої традиційно вважається аналітичним, причому із залученням інтегрального числення. При такому підході для її розв’язання учню достатньо знати інструменти віртуального середовища для побудови графіків та розуміти поняття функції та способів її задання.
Приклад 6 (GeoGebra5.0). Дротом довжини 10 м потрібно огородити прямокутну ділянку найбільшої площі. Визначити її розміри.
Зазвичай така задача розв’язується через побудову аналітично заданої функції, яка визначає площу прямокутника і у записі якої фігурує заданий периметр, а аргументом виступає одна із сторін прямокутника. Подальше використання похідної дозволяє знайти екстремальне значення площі, яке буде відповіддю до задачі.
Ми пропонуємо дещо інший підхід, пов'язаний з набуттям емпіричного досвіду одержання результату.
За умовою задачі довжина дроту 10 м. Оскільки потрібно огородити прямокутник, то на дві його сторони припадає половина заданої довжини – саме на це і будемо спиратися у побудові прямокутника. 
Задамо параметр а у межах від 0 до 5 та точки А(0,0), В(5,0) і С(а,0). Вважаючи відрізок АС основою прямокутника, побудуємо інші сторони, використовуючи інструменти Перпендикулярная прямая, Циркуль, Многоугольник. Проміжні побудови (кола, перпендикуляри) сховаємо. Одержаний прямокутник АСDE має периметр 10 од.
Інструментами Расстояние или длина і Площадь виміряємо сторони і площу прямокутника, для знайдених довжин і площі через контекстне меню замовимо послугу Запись в таблицу, попередньо обравши полотно таблиць. Змінюючи значення параметра а (рекомендуємо до занесення даних у таблицю встановити бігунок на позначці 0), спостерігаємо відтворення числових значень сторін прямокутника і відповідного їм значення площі. Також можна спостерігати за динамікою зміни значення площі – воно до певного моменту зростає, а потім спадає. Критичне значення досягається при довжині сторін 2,5 і значенні площі 6,25 (рис.6а).
[image: ]
Рис.6а
Можливій інший, більш наочний підхід, пов'язаний з використанням інструментів Оставлять след або Локус.
Використаємо відповідність, яку можна встановити між довжиною основи прямокутника і його площею при заданому периметрі. Таку відповідність можна сприймати як функцію, аргументом якої виступає параметр а (довжина сторони), а результатом – значення площі а*(5-а). Для цього побудуємо додаткову точку F(a,a*(5-a)), у властивостях якої замовимо послугу Оставлять след. Змінюючи значення параметра а, на екрані залишається точковий слід, що описує параболу, у якої є очевидний максимум при значенні параметра а=2,5 (рис.6б). При використанні інструменту Локус точкова парабола замінюється на звичайну (рис. 6в)
	[image: ]
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	Рис.6б
	Рис.6в


Описаний приклад демонструє конструктивний підхід до задач початків аналізу, які традиційно розв’язувалися аналітично з використанням похідної. Від учнів вимагається не лише володіння інструментами пакету, а і суто математичні знання та уміння для побудови моделі і пошуку розв’язку задачі: знайти зв'язок між вхідними даними і результатом без застосування похідної, знаючи лише означення прямокутника, його периметра і площі. При цьому учню потрібно мати уявлення про відповідності (функції) та їх графічну інтерпретацію. 
Можна і далі наводити приклади класів задач, розв’язування яких вимагає не скільки числових розрахунків, скільки залучення умінь зводити умову задачі до типового математичного об’єкта (графік, рівняння, нерівність тощо) з подальшим його дослідженням комп’ютерними інструментами. Це не тільки демонструє пересічному учню додатковий шлях застосування інформаційних пристроїв (планшетів, смартфонів, комп’ютерів тощо), а і формує позитивне ставлення до навчального процесу та сприйняття математики не як науки складних обчислень, а як науки про цікавий аналіз, співставлення чи узагальнення реальних фактів з реального життя. 
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