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МЕТОД ПЕРЕТВОРЮЮЧОЇ  МАТРИЦІ ЯК ДОКАЗ ІСНУВАННЯ ІНТЕГРАЛЬНИХ МНОГОВИДІВ 

 
Анотація. Авторами успішно вирішено задачу пошуку локального ненульового інтегрального многовиду 

нелінійної (n+m) – вимірної системи звичайних диференційних рівнянь, права частина якої є періодичною вектор-функцією 
від незалежної змінної та містить параметр. Загальний підхід до розв’язання вказаного вище класу задач, у свій час, 
було розроблено Н. Боголюбовим, Ю. Мітропольским та А. Самойленко, котрий, зокрема, передбачав формування 
функції Гріна. Однак, автори даної публікації, під час практичного вирішення сформульованої вище задачі, прийшли до 
висновку, що запропонований попередниками загальний підхід, в даному випадку, фактично, реалізувати не можливо. 
В свою чергу, вони висунули припущення, що для системи диференційних рівнянь, котра досліджується, існує n-вимірний 
тривіальний інтегральний многовид при будь-яких значеннях параметру, а відповідна лінійна підсистема рівнянь також 
має m-параметричне сімейство періодичних розв’язків. На думку авторів, це свідчить, зокрема, про те, що лінійній 
підсистемі рівнянь не притаманна властивість так званої експоненційної дихотомії. Ними також висловлюється 
припущення стосовно того, що матриця лінійного наближення системи при нульовому значенні параметру, є певною 
функцією незалежної змінної. Доведення існування інтегрального многовиду авторами статті фактично зведено до 
пошуку роз’вязку операторних рівнянь в просторі обмежених Ліпшиц-неперервних періодичних вектор-функцій. З цією 
метою, вихідна система звичайних диференційних рівнянь лінеарізується і, в подальшому, до неї застосовується, 
розроблений, у свій час, Купцовим М. І. та Яблочніковим С. Л. й згодом модифікований ними, метод перетворючої матриці. 
Зазначений модифікований метод перетворюючої матриці авторами даної статті було поширено, в тому числі, й на 
окремий випадок відсутності лінійних за параметром членів операторних рівнянь. Крім того, визначені й достатні умови 
існування в околі стану рівноваги системи n-вимірного ненульового періодичного інтегрального многовиду. 

Ключові слова: метод перетворюючої матриці, інтегральний многовид, система звичайних диференційних 
рівнянь, операторне рівняння, зменшення розмірності фазового простору. 
 

Постановка проблеми. Нехай система звичайних диференційних рівнянь 

  tyfy ,,   (0.1) 

для будь-яких  , t  має стан рівноваги 0y  та в області   її розв’язок існує, а також є єдиним (унікальним). Тут і надалі 

,, yf  –  )( mn вектори, 
dt

dy
y  ,    tyfTtyf ,,,,   , 

21
 ,   ,: 11

mnRyy   

  ,: 22

mnR    
21

,  – константи, 
pR стандартний евклідовий простір розмірності p  та  – евклідова 

норма у 
pR .  

Нехай, заміна змінних 

   )(,,,,   txy   (0.2) 

призводить систему рівнянь (0.1) до наступного виду: 
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де   ,,   )( mn вектори, X   )( nn матриця, x  n вектор, ,  m вектори,   0,,,  tx   при 0x , 

  0,,0,  t .  

Крім того, вважатимемо, що система рівнянь 
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
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

,,,0,0

,,,0,0
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
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має m параметричне сімейство ненульових kT періодичних розв’язків    ttxx ,,,
00

  . 

Будемо також стверджувати, що для системи (0.1) існує n-вимірний нетривіальний періодичний інтегральний 

многовид  t,
0

 , якщо для усіх 
0

  є таке значення  
00
   параметру  , при якому 

            ttttfttt ,,,,,,,,,,,, 0000000    . При цьому,  t,
0

  не перетворюється в нуль при будь-яких 

значеннях 
0

  та t , є  періодичним за компонентами m вектору 
0

 , kT періодичним по t , де k натуральне 

число,  t,0  , котре визначає інтегральну криву на ньому. Задача існування нетривіального періодичного 

інтегрального многовиду системи (0.1) в околі її стану рівноваги й вирішується авторами у даній публікації. 
Аналіз актуальних досліджень. Загальний підхід до розв’язання такого класу задач, у свій час, було розроблено 

Н. Боголюбовим, Ю. Мітропольским та А. Самойленко [1–4]. Зокрема, він передбачає формування функції Гріна. Однак, 
автори даної публікації, під час практичного вирішення сформульованої вище окремої задачі, прийшли до висновку, що 
такий підхід, в даному випадку, фактично реалізувати не можливо, оскільки система рівнянь (0.3) при усіх значеннях 

параметру   має нульовий інтегральний многовид 0x , а система (0.4) – m параметричне сімейство періодичних 

розв’язків. На нашу думку, цих проблем, цілком, можливо уникнути за рахунок вирішення допоміжного векторного 
рівняння і здійснення переходу в його окіл [7, 8]. 

Результати, що представлені в цій статті, отримані авторами шляхом модифікації запропонованого Купцовим М. і 
Яблочніковим С. в публікації [9] метода перетворюючої матриці. Його застосування, зокрема, дало можливість отримати 
нові достатні умови існування локального інтегрального многовиду для систем більш загального виду ніж ті, що 
розглядаються науковцями у публікаціях [10 – 15]. 

Метою статті є модифікація розробленого авторами у попередніх публікаціях методу перетворюючої матриці для 
успішного вирішення задач щодо існування нетривіального періодичного інтегрального многовиду системи рівнянь (0.1) 
в околі стану рівноваги. 

Виклад основного матеріалу. Нехай    
21

,,   tF  – ω– періодичні за компонентами вектора φ вектор-

функції,  які обмежені відповідно числами 
10
  и 

20
 , задовольняють умовам Ліпшиця: 

     ,,, 211221112211 tttFtF    (1.1) 

     ,212121    (1.2) 

й такі, котрі мають відповідну розмірність n та l (0 < l ≤ n+m),  tF ,  kT– періодична за t,  
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).  

 

Зазначимо, що у випадку застосування до множини 
i

  вказаних вище умов, вони стають опуклими компактами 

[9, С. 15].  
Для роз’язку диференційного рівняння 

     ,,,,,
00

ttF    (1.3) 

котре задовольняє початковим умовам   ,0
0

  застосуємо позначення .F

t  Нехай, крім того,  tY F ,0
 – є матрицантом 

рівняння 

      xttFXx F

t  ,,,, 00  .  (1.4) 

Тут і надалі  
10

, tF  , n+m-l значення компонентів вектора ε вважають такими, що дорівнюють 0, а замість решти 

l значень, у рівняння системи (0.3) підставлені елементи функції  
20

 . 

Визначення. Неособливу функціональну nn – матрицю  
0

FQ  з постійним визначником, неперервну за усіма 

своїми змінними та ω– періодичну за компонентами вектору 
0

 , будемо іменувати перетворюючою матрицею системи 

(0.3), якщо для матриці 

     
00 ,  

F

n

F QIkTY    (1.5) 

існує, принаймні, один ненульовий стовпчик  
0

Fq . В даному випадку, 
n

I – одинична nn – матриця. 

Позначимо     mnn RRxx  21 :,:  . 

Доведення теореми щодо існування інтегрального многовиду. Тут і далі ми передбачаємо, що праві частини 

системи (0.3) є ω– періодичними за компонентами вектора φ и T– періодичними за незалежною змінною Rt , 
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неперервні та забезпечують існування і унікальність системи (0.3) в області 1mR  при досить малих 
1
  и 

2
 . Інакше 

кажучи, ми передбачаємо, що заміна змінних (0.2) зберігає властивості існування та унікальності розв’язку системи (0.1). 
Візьмемо до уваги систему рівнянь 

 

 

    












 .0,,,,

,0

0

00

0

dtttF

q
kT

F

t

F





 (2.1) 

Теорема. Нехай перетворюючу матрицю системи (0.3) можливо побудувати таким чином, що існує число l 

(0 < l ≤ n+m) та такий ненульовий стовпчик  
0

Fq , при яких, для знаходження розв’язку системи (2.1) , достатньо знайти 

розв’язок певної системи, який є відмінним від (2.1) системи l рівнянь 

  00 

FS ,  (2.2) 

котра для кожної функції  
10

, tF   є єдиним (унікальним) рішенням  
0 F  з множини 

2
 . 

 Крім того, нехай, якщо  kTt ;0 , то виконуються наступні умови: 

     ,, 000 rQtY FF      (2.3) 

         ttrrQtYQtY FFFF  *

20

*

0100

*

0

**

0 ,,   .  (2.4) 

Тоді для будь-якого вектору mR0  існує таке значення параметру  , для якого система (0.1) буде мати 

ненульовий інтегральний многовид в околі стану рівноваги y=0. 

Доведення теореми. Оскільки  
0 F  є розв’язком системи (2.2), то, відповідно, при  

0 F  в тотожність 

перетворюється також й (2.1). Відповідно, диференційне рівняння (1.4) для кожної функції  
10

, tF   має kT–

періодичний розв’язок 

       ,,, 000 CQtYtx FFF   
  (2.5) 

де усі елементи сталого n– вектору C дорівнюють нулю, окрім елементу, що відповідає номеру стовпчику  
0

Fq , який, в 

свою чергу, дорівнює c (будь-якій сталій). Відсутність особливості перетворюючої матриці забезпечує нетривіальність 

 txF ,0 . 

Відповідно до умов (2.3) та (2.4),  txF ,0  задовольняє умовам Ліпшицю зі сталою cr 
1

 за змінною 
0

  та cr 
2

 

за t , обмежено числом cr 
0

. Тому, за рахунок зменшення c цілком можливо забезпечити виконання наступних умов – 

 
10 , txF  . Таким чином, ми, фактично, сформували оператор, котрий визначається рівняннями (2.2) та (2.5), до якого, 

в силу єдності значення  
0 F  для кожної функції  

10
, tF  , можливо застосувати теорему [16, С. 26] (або ж теорему 

I.1.3 [9, С. 20]). Тому, для цього оператора існує «нерухома» точка       CQtYt  

000 ,,  
.  

Цілком зрозуміло, що при  
0   функції  t,

0
 , 

t  визначають сімейство ненульових kT– періодичних 

розв’язків системи (0.3). Дійсно, для того, що б впевнитись в цьому, достатньо прийняти до уваги перетворення у 

тотожність (2.1) та здійснити диференціювання  t,
0

 , враховуючи ту обставину, що функція 

t  задовольняє (1.3). Для 

завершення доведення теореми залишається повернутися до системі (0.1) за допомогою заміни (0.2). Отже,  t,
0

  – 

шуканий n– вимірний нетривіальний періодичний інтегральний многовид системи (0.1). Теорема доведена. 
Приклад системи, що задовольняє умовам теореми про існування інтегрального многовиду. В якості ілюстрації 

практичного використання наведеної вище теореми розглянемо систему спеціального виду, до якої не може бути 
застосовано жодної з достатніх ознак існування інтегральних многовидів, котрі зазначені у публікаціях [1 –15]. Нехай до 
системи трьох диференціальних рівнянь  
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2
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











  (4.1) 

входить лише одна векторна величина  T
321 ,,    та    

iiiii
aaa 

332211
,     oi  , 

22132312
aaaa  .  

Будемо також вважати, що для виразів  
i

 виконуються умови Ліпшиця з такими сталими 
i
 , для яких 0

i
  

при 0
20
  . Після заміни змінних ,sin,,cos

132211
  xyxyxy  система рівнянь (4.1) перетворюється до наступного 

виду (0.3): 
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



 

Тоді система (0.4) тут містить три рівняння: 














t

xtx

xtx

2cos

,sin

,cos

22

11







 та має однопараметричне (m=1) сімейство  
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2π–періодичних розв’язків ,sin

1

tex   ,cos1

2

tex   t2sin5,0
0

 . 

Замість рівнянь (1.3) и (1.4) будуть відповідно розглядатися 

     ,,2cos
0202

tFt     (4.2) 

 
  
  








,,sin

,,cos

2022

1011

xtXtx

xtXtx








 (4.3) 

де  

               ,sin,,sin1, 2

0

2
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2
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4
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2

0

4

20

2

101

F

ttFtFttX            ,2sin,, 0

2

10102

F

ttFtX    при 

цьому        ,,,,, 02010

T
tFtFtF            T0302010 ,,    – 2π–періодчні за 

0
 , а  tF ,

0
  й за t . 

Крім того, завдяки властивостям правих частин системи (4.1), розв’язок F

t  рівняння (4.2) обмежений, 

задовольняє умові Ліпшиця за усіма своїми змінними при  2,0t  та 2π–периодичний за початковими даними 
0

 . А 

тоді матрицант рівняння (4.3) є діагональною матрицею 

     

























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










   dXtdXtdiagtY

tt

F

0

02

0

010 ,cos1exp,,sinexp,  

та йому притаманні такі ж самі властивості (див. [9, С. 29]). 

Обираючи тепер перетворюючу матрицю   









11

01
0

FQ , для виразу (1.5) отримуємо 
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
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2

0
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2

0
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0
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
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dXdX

dX

QIY FF
. 

Тоді, перебачивши в умовах теореми про існування інтегрального многовиду l=3  та 

     
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





































  1,exp,1,exp

2

0

02

2

0
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 dXdXqF
, для системи (2.1) отримаємо таке:  
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Тому, в якості системи (2.2) достатньо розглянути систему трьох рівнянь 
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 (4.4) 

У відповідності до умов 
22132312

aaaa   матриця 


















232221

131211

001

aaa

aaaA  буде неособливою та систему (4.4) можна 

подати у наступному вигляді: 
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,  (4.5) 
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Шляхом зменшення значення 
ij  легко впевнитись, що оператор, котрий задає рівняння (4.5), є стискаючим та 

для кожної функції  
10

, tF   переводить простір 
2

  в 
2

 . Таким фактом остаточно підтверджується виконання усіх 

умов теореми та, відповідно, існування локального ненульового інтегрального многовиду системи (4.1). 

Висновки. Підсумовуючи усе зазначене вище, зауважимо, що  
i

 можна вибрати таким чином,  щоб система 

алгебраїчних рівнянь  
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





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,05,1

2
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

не мала нетривіальних розв’язків, а матриця A  залишалася неособливою.  

Дійсно, ця умова виконується, наприклад, при   ,
321
   

322
   та, відповідно, жоден з достатніх ознак 

існування інтегральних многовидів не тільки наведених у публікаціях [1 – 8], але й [9 – 15] не може бути застосований до 
системи (4.1). 
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Abstract. The authors successfully solved the problem of finding a local nonzero integral manifold of a nonlinear (n + m) - 
dimensional system of ordinary differential equations, the right part of which is a periodic vector function of an independent 
variable and contains a parameter. The general approach to solving the above-mentioned class of tasks, in its time, was developed 
by Bogolyubov N., Mitropolsky Y. and Samoilenko A., which, in particular, envisaged the formation of the Green's function. 
However, the authors of this publication, during the practical solution of the above problem, came to the conclusion that the 
general approach proposed by the predecessors, in this case, in fact, could not be realized. In turn, they suggested that for the 
system of differential equations under investigation there is an n-dimensional trivial integral variety for any parameter values, 
and the corresponding linear subsystem of equations also has an m-parametric family of periodic solutions. According to the 
authors, this is evidenced, in particular, by the fact that the linear subsystem of equations is not inherent in the property of the 
so-called exponential dichotomy. They also suggest that the matrix of the linear approximation of a system with a zero value of a 
parameter is a certain function of an independent variable. The proof of the existence of an integral variety by the authors of the 
article is actually reduced to the search for the decomposition of operator equations in the space of bounded Lipschitz-continuous 
periodic vector-valued functions. To this end, the original system of ordinary differential equations is linearized and subsequently 
applied to it, developed in its time by Kuptsov M. I. and Yablochnikov S. L., and subsequently modified by them, the method of 
transforming the matrix. The mentioned modified method of transforming the matrix by the authors of this article was extended, 
including, on a separate case, the absence of linear operator operator parameters in the parameter. In addition, sufficient and 
sufficient conditions for the existence of an equilibrium state of a system of n-dimensional nonzero periodic integral manifold are 
established. 
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